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SOMMATRE

La présente thése comprend trois parties:

o

1° Nous démontrons les résultats suivants au premier chapitre, dans

un espace localement convexe complet E :

-

- si le probléme de Cauchy correspondant 3 1'é&quation x'(t) = Ax(t)

est bien posé sur [0,T], alors il 1'est aussi sur [0,») .

- -6l A est un opérateur fermé, pour chaque solution x(t) de
xt(t} = Ax{t) de classe CIEO,T] et CZ(O,TJ , on peut construire une

solution affaiblie sur [0,T] soit y(t) = {(A-21)x(t) , » un scalaire donné.

D L3 - -~ rd a - -
2 Le chapitre 1! est conszcré 3 1'€tude des fonctions presque-péric-
diques dans un espace localement convexe; les principaux résultats sont

les suivants:

- gi f(t) est presque-périodique dans un espace localement con-

vexe complet E , alors {f{t) ; t ¢ R} est totalement borné dans E .

- soit E un espace de Fréchet; alors la fonction f : R ~ E
m
est presque-périodique ssi de toute suite (sﬁ)n"l » ONn peut extraire une
-] m . -
sous-suite (sn)n_l telle que (f(t+sn))n_1 converge uniformément en

teR .

- si f(t) est presque-périodique dans l'espace de Fréchet E
¢ :
et si F(t) = J f(o)do est @ trajectoire relativement compacte, alors
0

F(t) est presque-périodique,



o . et 1t . .
3” Nous discutons de la presque-périodicité de solutions d'é-

quations différentielles dans le dernier chapitre:

- solt E un espace de Fréchet, A un opérateur compact tel que
k P . . . . .
; k=1,2,...} est equi-continu, et pour toute semi-norme p , il exis-
te une semi-norme g telle que p(etAx) < q(x) pour tout x € E et tout

t ¢ R ; alors toute solution 3 trajectoire relativement compacte de

x'(t) = Ax(t} est presque-pé€riodique.

- s0it E un espace de Fréchet; si A est générateur infiﬁité-
simal d'un groupe d'op€rateurs équi-continu de classe QO , {T(t) 5 t eR}
tel que T(t)x : R » E est presque-périodique pour chHaque x € E et si
f(t) est presque-périodique, alors toute solution d trajectoire relati-

vement compacte de x'(t) = Ax(t) + £(t) ecst presque-périodique.

- 581 A= A+ + A est un opérateur de domaine D{A) dense dans

1'espace de Hilbert H avec A+ un opérateur symétrique et A_ antisy-
2 -~

métrique tels que pour tout x ¢ DB(A) , Re(A+x . A_x) z -CHA+xh od

¢ £1, alors toute solution i trajectoire relativement compacte de

x'(t) = Ax{t) est presque-périodique.



INTRODUCTION

Soit E = E(1) wun espace localement convexe complet dont la topolo-
gie 1 est induite par une famille Q de semi-normes continues. Nous
démontrons au chapitre I (Théorémes 1 et 2) des résultats sur le probléme
de Cauchy abstrait relatif & 1'équation différentielle x'(t)} = Ax(t) ,
sur 1'intervale [0,T] . Le cas banachique dont nous sommes partis est de
S.G. KREIN [12]. Ensuite, en suivant toujours S.G. KREIN, nous parlons de
solution affaiblie de cette équation sur [0,T] en démontrant (Théo- -
réme 3) qu'on peut obtenir une solution affaiblie & partir d'une solu-

tion ordinaire vérifiant certaines hypotheéses de régularité.

Le concept de fonction presque-périodique a &té introduit dans la
littérature par E. BOHL et E. ESCLANGON au début du siécle et largement
gtudié par 5. BOCHNER [4], [5] et aussi par bien d'autres mathématiciens.
Sur ce sujet on peut par exemple consulter les ouvrages suivants: [1],

t23, (31, £e6J1, (81, (9], L15],

Une définition de fonctions presque-périodiques sur un groupe et 3
valeurs dans un espace vectoriel topologique fut déja introduite dés 1935
par S. BOCHNER et J. von NEUMANN dans leur important mémoire [5]; nous con-
sidérons quant a nous celle suggérée dans [6] qui nous a permis ici de
généraliser sans trop de peine de nombreux résultats connus dans les es-
paces de Banach, notamment le critére de Bochmer qui nous est d'une réelle
importance dans 1'&tude de solutions presque-périodiques d'&quations dif-

férentielles, €tude & laquelle est dévolu le dernier chapitre de la thése.



Le premier théoréme de ce chapitre démontre la presque-périodicité
des solutions de 1'équation x'(t) = Ax(t} dans un espace de Fréchet.
Ce théoréme est inspiré d'un résultat de A.I. PEROV (voir par exemple
théoréme 1.1 [211) mais n'en est pas une généralisation directe étant
donné que nous devons supposer en plus 1'équi-continuité de l'ensémble
des puissances de 1'opérateur A . Toutefois la technique utilisée res-

te 1la méme.

Le deuxiéme théoréme généralise un rTésultat dft au Professeur S. ZAID-
MAN (voir Théoréme 3.2 dans [21]}, au cas d'espace de Fréchet. On démon-
tre la presque-périodicité des solutions & trajectoires relativement com-
pactes de 1'équation x'(t} = Ax(t} + f£{t} lorsque f{t} est une fonc-
tion presque-périodique dans 1'espace de Fréchet E . Nous caractérisons
ensuite les solutions presque-périodiques de 1'€quation homogéne associée,

au Théoréme 3.

Enfin le Théoréme 4 donne un résultat nouveau sur la presque-périodi-

cité des solutions de 1'8quation x'(t} = Ax(t) dans un espace de Hilbert,

Mais avant tout, 3 titre de préliminaires, (chapitre 0}, nous rappe-
lons quelques propriétés €lémentaires des espaces vectoriels topologiques,
et discutons trés briévement de la dérivation et de l'intégration (au sens

de Riemann) de fonctions vectorielles.



CHAPITRE 0

PRELTMINATRES

ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES

PROPRIETES ELEMENTAIRES

Soit E un espace vectoriel sur le corps ¢(» IR ou &) . Une
topologie T sur E est dite compatible avec la structure algébrique
de E si les opérations d'espace vectoriel sont continues par rapport

[

i 1 . Un espace vectoriel topologique (e.v.t.) sur ¢ , E = E(1) , est

un espace vectoriel sur ¢ avec une topologie compatible T .
On peut montrer (voir par exemple [10], [171, [18]):

PROPOSITION. Pour chaque a ¢ E , la translation f : E+ E ,
f(x) = a+x , est un hom€omorphisme. En particulier si U est une base

de- voisinages de l'origine, a+U est une base de voisinages du point a .

Il en résulte que la structure topologique de E est entiérement
déterminée par une base de voisinages de l'origine. Aussi, sauf mention
contraire, nous appelerons "voisinages', tout court, les voisinages de
1'origine. 8i U est un voisinage, a+U est un voisinage de a et

X e atl s5i x-2a ¢ U.



PROPOSITION. Pour chaque X ¢ ¢ , X # 0, 1'application f : E + E
f{x) = Ax , est un homéomorphisme, En particulier si U est un voisi-

nage, AU aussi est un voeisinage (X # 0)

Un sous-ensemble X d'un espace vectoriel E est dit convexe si
pour tout x € X et tout y e X , Axtuy € X si x 2 0, uz0 et
Atu = 1 ; il est dit symétrique (ou &quilibré, ou disqué) si pour tout
xe X et [A<1,3xe X ; s'il est § la fois symétrique et convexe, on

dit qu'il est absolument convexe. Si pour chaque x ¢ X , il existe

» >0 tel que x € pX pour tout u tel que |u| = A, on dit que X

est absorbant.

PROPOSITION. Si U est une base de voisinages, alors pour chaque

Ue ll,

(i) Y est absorbant
(ii) 1l existe V ¢ U tel que V+V c U
(iii) il existe un veoisinage symétrique W c U .
En pratique les e.v.t. les plus importants et les vplus utiles sont ceux
qui sont localement convexes, c'est-i-dire les e.v.t. qui possédent une

base de voisinaees (de l'origine) formée d'ensembles convexes. On appel-

lera de tels <¢.v.t. des espaces localement convexes ({e.f.c.}. Nous

supposerons ici que tous les e.v.t. sont séparés.



THEOREME. Un e.f.c. E poesside une base de vodsinages U ztelle

gue
(i} 84 Ueld, Vel ilexiste Wel,WclUnVv
(i) 84 Uel, A 20 alors xUe U
{iii) chagque U e U est absofument convexe ef absorbant.

Invernsement 84 U est une famille (non vide) d'ensembles de £'es-
pace veotoriel E avec Les propaiétés (£)-{iid), AL existe une topolo-
gie qui fait de E un espace Localement convexe avee U comme base de

voisinages.
SEMI-NORMES
Une fonction p : E » [0,») vérifiant les propriétés

(1) plx+y) < p(x)+p(¥)

(i1) p(ax) = |alp(x)
pour tout x e E , y e E, X ¢ & , est dite semi-norme sur E .
Il résulte de (i1} que p(8) = 0 od 6 est 1'élément nul de E .

Si p est une semi-norme sur E , on peut lui faire correspondre

un ensemble absolument convexe et absorbant X , et on dit que p est

la jauge de X .



PROPUSITION.

(i) Dans un e.f.c. E , une semi-norme est continue ssi elle est

continue 3 l'origine

(ii) Si p est la jauge d'un ensemble absolument convexe et absor-

bant X , p est continue ssi U est un voisinage.

THéOREME. Pour tout ensemble Q de semi-noimes swrt un espace vee-
toniel E , iL existe une plus faible topologie suwr E compatible avee
Lo structune algebrigque de E et dans laquelle chaque semi-nome de Q

est continue.

E estf alons un espace Localement convexe et une base de voisinages

ouverts est formée par Les ensembles:
U= Ule ; pi , 1 =1 «n) = {xeE; pi(x)c g ,1=<1=<n}

on dif que E = E(1) esf méinisable 54 1 oAl compatible avec une méini-
que d ; 84 E estun e.f.c. tel que t est induite par une mitrigue
Lnvaniante et compléte d , alons 4L est dit un espace de Fréchet. Dans

un espace de Fréchet, v peut &tre engendrle par une famille dénombrable

de semi-nonmes continues.
CONVERGENCE

Soit E un ensemble quelconque; toute application d'un ensemble di-

rigé A dans E est dite suite généralisée et se note (xu)us A




On dit que la suite généralisée (xu} converge vers um point x de

ue A
1'espace vectoriel topologique E si pour tout voisinage (de 1'origine}
U, il existe M, € A tel que X € xtU si u> L On dit que

est une suite généralisée de Cauchy si pour tout voisinage U

(x,)

il i - 1> o>
1l existe u ¢ A tel que X 07X € U pour tout u K, o M vy

ve hA

Si toute suite gén&ralisée de Cauchy converge vers un €lément de E , on

dit que E est complet.

Si E est un e.f.c. dont la topologie est définie par une famille
de semi-normes continues (@ , alors pour toute suite généralisfe

(quue A les assertions suivantes sont &quivalentes:

(i} 1lim x = x
u U

(ii)} 1lim p(xu—x] = 0 pour chaque p ¢ Q .
H

A partir de maintenant et dans le reste de la thése on supposera
E = E(t) un e.f.c. complet dont la topologie T est définie par une

famille de semi-normes continues {

Un sous-ensemble D est dit dense dans E si chaque x ¢ E est la

limite d'une suite généralisée d'é&léments de D .

OPERATEURS LINEATRES

Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A) dense dans E et

4 valeurs dans E ; A est dit fermé si son graphe G(A) est fermé dans



E xE ; c'est-3-dire que tout €lément de G(A) (1'adhérence topologique

de G(A)) appartient &8 G(A)

Nous pouvons démontrer:

THEOREME. Soif E un e.f.c. complet ¢t A : D(A) » E un opéra-
Teuwr Lin&aine; aforns A  est fenmé sai pourn toute suife générnalisée
(xu)ue‘h dans D(A) <tfelle que I:m X, =X et l:m Axu =y ,ona

XxeDA) et Ax = y .

PMONSTRATION. La condition est évidemment suffisapte; montrons

qu'elle est nécessaire; pour cela, supposons que A est fermé c'est-d-

dire G({A) = G(A) et soit (quu telle que lim xu =X et

€ A

¥
lim Axu =y ; il s'agit de montrer que (x,y) e G(A) .
u

Soit U x V un voisinage arbitraire dans E x E ; comme lim x =

U
il existe My € A tel que xll e x+ si gy > Hy ; de méme il exsite

Y,y € A tel que Axu € Y+V si p > M, car lim Axu =y . Puisque A
U
est un ensemble dirigé, on peut choisir uo tel que Hy > My et

LTINS DA alors si u > LI (xu,Axu) e (x,y)+U x V . C(Ce qu'il fallait

o/

démontrer.
Nous obtenons le coreollaire suivant trés facile 3 démontrer:

COROLLAIRE. Si A est un opérateur linaire continu sur E , alors

A est fermé.



Dans un e.f.c. E , un ensemble X est dit borné s'il est '"absorbé"

par chaque voisinage;c'est-i-dire, pour chaque voisinage U , il existe

A>0 tel que X< AU, X est dit totalement borné si pour chaque voi-

sinage U , il correspond un ensemble fini Y tel que X ¢ Y+V .

L'adhérence d'un ensemble totalement borné est aussi totalement bor-
né ([17J) Lemme 3, page 49). 11 est évident qu'un ensemble totalement

borné est borné ([(17] Proposition 5, page 49). Un ensemble relativement

compact est un ensemble dont 1'adh&rence est compacte dans E .

Soient E et F deux e.f.c. L'opérateur linSaire A : E+> F
est dit compact s'il existe un voisinage U de E et un ensemble com-
pact K de F tels que A(U) < K. Il est évident que tout opérateur
compact est continu; en effet si V est un voisinage quelconque dans F ,

A(M)) € AK € V pour tout X > 0 suffisamment petit.

PROPOSITION. Soit E un espace de Fréchet et A un opérateur 1i-
néaire continu sur E ; alors chaque Ak , k=2,3,4,... est aussi con-

tinu sur E .

DEMONSTRATION. 11 suffit de montrer que A% est ¢ontinu et d'utili-

» - L] - w 3 -
ser le raisonnement par induction sur k ; soit (xn) une suite arbi-

n=1
traire d'&léments de E qui converge vers 8 ; il suffit de montrer que
(Azxn):_l converge vers o6 ([18] Théoréme 1.32, page 23). Pour cela,

posons Yp = Axn , N =1,2 ... ; la suite (yn)n:l converge vers 6 car

- - a - -
A est continu; pour la méme raisen, la suite (Ayn)n__1 converge vers B
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Ce qu'il fallait démontrer.

Une famille (Au)ue T d'opérateurs continus est dite équi-continue
sur E si pour toute semi-norme p il existe une semi-ncrme gq telle

que
p(AMX) < q(x)

pour tout X ¢ E et tout uy e T

FONCTIONS i VALEURS DANS UN ESPACE LOCALEMENT CONVEXE

DEFINITION. La fonction f : I +E oli I est un intervale de
ltaxe réel est dite continue en t0 e I si
pour tout voisinage U , il existe &6 > 0 tel que
£f(t) ¢ f(t0)+U pour tout t ¢ I tel que ‘t-to| < § .

Cette définition peut &tre formulée de la fagon équivalente suivante:

peur tout e > 0 et toute semi-norme p , il exis-
te 6 > 0 tel que p[f(t)—f(to)J < g pour tout

t eI tel que lt-tol < § .

f est dite uniformément continue sur I si

pour tout voisinage U , il existe 6 > 0 tel que
E(t')-f(") ¢ U pour tout t' e I , t" ¢ I tels

que |tt-t"] < § .
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I1 est &vident que la continuité uniforme sur I implique la continuité
en chaque point de I . On peut aussi montrer que si f est continue

sur l'intervale fermé et borné 1 , f(I} est compact dans E .

DERIVATTON

DEFINITION. La fonction f : I - E est dite dérivable au point

tO eI si
f{t)-f(t )
1- 0
im —a—
t >t o
o
existe dans E . Dans l'affirmative, on note f'[to) cette limite (qui

est unique) et on 1'appelle la dérivée de la fonction f au point t, -

Nous pouvons aussi dire de fagon &quivalente que f est dérivable
au point toe I s'il existe x ¢ E tel que, pour tout ¢ > 0 et tou-

te semi-norme p il existe & > 0 tel que
f(e)-f(t )
Plm—tx " | ¢
o]
si |t-to| <§, tel; onaalors x =f‘(to}

PROPOSITION. Si f est dérivable au point t, » alors f est con-

tinue au point t, -

DéMONSTRATION. Posons x = f'[to) ; 50it p une semi-norme arbi-

traire et choisissons &8 = G(I,p,to) tel que



f(t)—f(to)
Pl ~ % <!
o

si |t—t0| < § . Comme on a:

A

PLE()-£(t )1 < PLE(D)-£(t ) -(t-t Ix] + pL{t-t )x]

£(£)-£(t )
0

|t-tol£1 + P(x)] »

)

1A

. . £
alors p[f(t)-f[to)] < ¢ Si ]t—tO! < min(g , 1+p(x)) .
Nous pouvons alors démontrer:

THEOREME. Soit A wn opérateun Linéaine fermé; supposons que
£La fonction x(t) : (a,b) -~ D(A) est dénivable sur (a,b) ; &4 Ax(t)

est aussd dénivable sun  (a,b) alorsr on a:

d d
HE'AX(t] = A a%—, t e« (a,b) .
DEMONSTRATTON.,
g—-Ax{t) - lim Ax(t+s) - Ax(t
dt 5 .
s = 0

lim A x(t+s) - x(t)
5

s+ 0

- A . lim x{t+s) - x(t)
s

car A est fermé
s+ 0

dx
=Age -



A JEAN N'GUEREKATA

mon pére
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INTEGRATTON

Soit la fonction f : [a,b] + E continue et considérons

mias=t < t1 <. <t = b une partition de [a,b] de pas
|7| = max (t;-t; ;) - Soit la somme de Riemann de la fonction f Te-
1<isn

lative 3 1w :

L(m,£) =

1

f(Ei)(ti—ti—l)
1

It~

< < t. i = - .
ol t. 1 8 Ei ty o, d 1,...,n

DEFINITION. On dit que f est intégrable (au sens de Riemann) sur

[a,b] si
lim ) (7,f)
LAY
existe dans E . Dans l'affirmative on note cette limite (qui est unique)

b
par J f(t)dt et qu'on appelle l'intégrale (de Riemann) de la fonction

a
f sur [(a,bl .

Nous allons démontrer le théoréme suivant en considérant E* 1le dual

de E :

THEOREME. Si x'(t) existe ot est continue sur R , alonrs
t

x{t)-x(0) = f x'(a)do .
0

DEMONSTRATION. 5So0it x* ¢ E* arbitraire; #tant donnée la continui-

t€ de x* on a par le précé&dent Théoréme:
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donc

¥l

td
J Ie (x*x) (c)do

J (x*x') (o)do
0 0

(x*x) (t) ~ (x*x)(0)

x*[x(t) - x(0)] .

Par ailleurs

t t
x* J x'(o)dag f (x*x') (o)dv ,
0 0

donc on a
t
x*[J x'(o)de - x(t) - x(0)] = 0 ;
0
et puisque x* est arbitraire, on déduit, en vertu d'un corollaire du
théoréme de Hahn-Banach ([19] Corcllaire 1, page 108), que
t

x(t) - x(0) = J x'(o)do .
0

COROLLAIRE. Si x'(t) =8 sur R, alors x(t) = constante sur

DEMONSTRATION. (&vidente).

Enfin nous démontrons le:



15

THéOREME. S4 A est un optratewr fermé et x(t) une ponction con-
t

tinue sun R et @ valeurns dans D(A) telle que J Ax(c)da exisie,
0

alons

t t

J Ax(o)do = AJ x(g)do
0 0
DEMONSTRATION. Soit 7 : 0 = t,<t; <...<t, =t une partition

de [0,t]

t n
Ax(o)de = lim ] Ax(§,) (t.-t. .)
LJ [w| + 0 i=1 i -l

n

A lim ) x(&.) (t,-t. )
|ﬂ| + 0 izl i i "i-1

t
A [ x(o)do .
0



CHAPITRE 1

PROBLEME DE CAUCHY

Considérant dans un espace localement convexe complet E , 1'é-

quation différentielle
dx
@ x'(t) = Ax(t) , (x"(t) = 3¢

oi A est un opérateur lin&aire de domaine D(A) dense dans E , nous
généralisons dans ce chapitre des résultats simples présenté&s par S.G.

KREIN [12] pour le cas Banachique.

Les définitions de '"‘probléme de Cauchy bien posé&" (voir par exemple
[7]1), et de "“solution affaiblie’ sont des extensions naturelles respec-

tives de celles que 1'on trouve dans [12]).

1. PROBLEME DE CALCHY BIEN POSE

DEFINITION 1. On appelle solution de 1'&quation (1) sur 1'intervalle

£0,T] , toute fonction x(t) telle que:

(i) VvV te[0,T], x(t) € D(A)

(i) VY t € [0,T] , x'(t) existe et vérifie 1'&quation {1).
q

DEFINITION 2. Le probléme de Cauchy




(
x'(t) = Ax(t)

@

x(0) = x, € D(A)

0

est dit bien posé (et on €crit: PCBP, pour alléger 1'écriture) sur

[0,T] si:

(i) pour tout Xg € D(A) , il existe une solution unique x(t}

sur [0,T] telle que x(0) = Xg

(ii) si la suite généralisée de solutions (xu(.))ueﬁ est telle

que xp(O) + 6 , alors xu(t) + 8 pour chaque t ¢ [0,T] .

THEOREME 1. Si PCBP 4suwn [0,T] alors on a aussi - PCBP suwr

[0,T1] pour tout T, >0 .

DEMONSTRATION. 11 est clair que si T1 < T, il n'y a rien 4 démon-

trer. On supposera donc T1 > T . En particulier il suffit de démontrer

le théoréme pour 'I‘l = 2T .

Soit X, € D(A) ; puisque PCBP sur [0,T] , il existe une solution
unique x(t} sur [0,T] avec x(0) = x

o -

Seit y(t) tel que

[
%%-: Ay(t) 0<t<T
y(0) = x(T) ¢ D(A)



15

y(t) est donc uniquement d&terming comme solution; secit la fonction

x(t) si 0

I
[ad
A
q

v(t) =

1A

rt

1A

=
.

y(t-T} si T

- Alors on a:

al v(t)} est continue sur [0,2T] . 11 suffit de vérifier la con-

tinuité en t =T ; on a:

lim v(t) lim y(t-T) = y(0) = x(T) = 1lim x(t) = 1lim wv(t)
t+ T t +T t+ T t +T

donc lim +v(t) existe et est &gale & x(T) ;
t~+T

b} v'(t) existe sur tout 1'intervale [0,2T] et y vérifie (1);

il suffit de le démontrer pour t =T :

lim V(T+h)h‘ viD) _ 1in
h v 0 h + 0

(h} - ¥(O
h

t

y' (0)

Ay (0}

Av (T}

Ax(T)

X(T+h) - x(T)
h

= lim
h+0

lim V(T+h)h- v(T)
h+40

i.e. v'(T) = Av(T) ;
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¢] Unicité de la solution de C) sur [0,2T] . Pour la démontrer,
il suffit de vérifier que toute solution avec donnée initiale nulle est
nulle sur tout 1l'intervale [0,2T] ; soit V(t) une solution telle que
V(0}) = & ; alors V(t) s'annule sur [0,T] puisque par hypothése du
théoréme, PCBP sur [0,T] ; on considére maintenant la fonction Z(t)

définie par

Z(t) = V(T+t} , 0=t =T
Alors il en ressort que
Z'(t) = AZ(t) , 0t < T
Z{0) = V(T) = & .

Donc pour la m&me raison que préc&demment, Z(t) = 6 sur (0,T] , c'est-

d-dire V(t) =8 sur [T,2T]

d) Les solutions de C) sur [0,2T] dépendent continfiment des don-
nées initiales, Cette propriété découle de fagon triviale de 1'unicité

de 1la splution sur [0,2T] .

Le théoré&me suivant est une conséquence immédiate du précédent; nous

en devons la démonstration au Professeur S. ZAIDMAN,

THEOREME 2. Si PCBP swr [0,T]1 , alons PCBP sur [0,w)
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DEMONSTRATION. Le théoréme 1 nous permet de dire que PCBP sur

CO,ZHTJ , pour tout n = 1,2,3,... Et par conséquent si X, € D(A)
est donn€, on peut trouver une suite de fonctions {xn(tJ]:_l avec la

propriété que pour chaque n ,

1A

xﬁ(t) Axn(t) , 0 £t 27T

x (0)

]
~

Remarquons que 1'unicité de la solution sur chaque intervale {0,2"T)

impose 1'égalité:

xn(t] = X (t) , 0 <t «x 2N , ¥n=1,2,...

n+l
Soit la fonction x{t) définie comme suit:

27 .

(£,
+
1A

x{t) = xn(t) si O

Alors x(t) est bien définie sur [0,»}) et & valeurs dans D(A) ; de
plus, x(t) est solution unique de Cé) sur [0,=) . La dépendance con-

tinue par rapport aux données initiales découle de 1'unicitég,

2. SOLUTION AFFAIBLIE

En suivant $.G. KREIN [121, nous définissons ainsi qu'il suit (DEFI-
NITION 3) les solutions affaiblies de 1'équation {i); ensuite nous démon-
trons que si une solution de classe Cl[O,T] et CZ(O,TJ existe, alors

on peut trouver une solution affaiblie de 4@).



DEFINITION 3. La fonction x(t) est dite solution affaiblie de

1'8quation (I) sur l'intervale [0,T] si:

(i) Yte (0,T] , x(t) € D(A)
(ii) x(t) est continue sur [0,T] .

(iii) x'(t) existe et est continue sur (0,T] ; de plus x'(t) vé-

rifie @ sur (0,T] .
Nous démontrons alors le

THéOR%ME 3. Si A est un opfrateun fermé, el &4 v(t) esl une 40-
Lution de (1), continfment différentiable sur [0,T] et deux fois conti-
niiment difgérentiable sun (0,T] alorns La fonction

X(t) = (A-ADIV(L) , * € 9
est une solution affaiblie de () swr [0,T]

DEMONSTRATION. Soit A e ¢ (6 =€ ou R) et considérons v(t)

une solution vérifiant les hypothéses du théoréme; nous montrons que la

fonction
x{t) = {A-ADv(t) , 0 st =T

oi 1 est l'opérateur identité sur E est une solution affaiblie de (:)

sur [0,T] on a:

x(t) Av(t) - Av(t)

vi(t) - vi{t) , 0=t <T;
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donc x(t) est continue sur [0,T]

2
dx _d7v dv
' o B S -
x'{t]) = It p > A It 0«<t=T.
t
dzv dv
Et puisque — et It sont continues sur (0,T] , alors x'{t) 1'est
dt
aussi. Par ailleurs, on a:
2
g—g:g—tAv(t)
dt
= A dv car A est fermé
T de? S

sz(t),0<t$T.

I1 en résulte que:

sz(t) -4 Av(t)

x'(t)

A(A-2)v(T)

1

Ax{(t) , 0 <t <T.

Ce qui compléte la démonstration.



CHAPITRE I1

FONCTTONS PRESQUE-PERTODIQUES A VALEURS DANS

UN ESPACE LOCALEMENT CONVEXE

Dans le présent chapitre, nous discutons quelques propriétés des
fonctions presque-périodiques de R dans E un espace localement con-
vexe complet. La définition que nous utilisons &tait déji# connue avant
ce travail; elle se trouve ainsi formulée, par exemple dans [6] (page
159). Nous obtenons entre autres une généralisation du critére de Boch-
ner (théor&me 6) dans un espace de Fréchet; et aussi, que dans un espace
de Fréchet, si f(t) est presque-périodique et F(t) = Jt f(a)do est

o

telle que {F(t) ; t € R} est relativement compact, alors F(t) est

presque-périodique.

Cette &tude n'est nullement exhaustive mais constitwe pour nous un
exercice de préparation au prochain chapitre qui traite des solutions
presque-périodiques de certaines &quations différentielles. Les référen-
ces parmi les plus consultées ont été les suivantes: [1], (2], [4], [5],

Lel.

1. DEFINITION ET PROPRIETES

DEFINITION. Une fonction continue £ :R + E est dite presque-

périodique (On notera: p.p.) , si pour tout voisinage U , il existe un
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nombre réel £ = £(U) > 0 tel que tout intervalle de la droite réelle

de longueur £ contient au moins un point d'abscisse T tel que:
flt+t) - f(t) e U
pour chaque t ¢ R .

REMARQUE 1. Etant donné qu'un tel 1 dépend du voisinage U , on

1tappellera une U-translation de la fonction f(t)

Les trois prochains Théorémes dont nous donnons les démonstrations
simples et &lémentaires sont formulés dans [6] page 160. Ils sont vali-

des dans tout espace localement convexe complet E .

THEOREME 1. Toute fonction p.p. f : R > E est wuniformément con-

Linue sun R,

DEMONSTRATION. Soit U un voisinage arbitraire donné&; il s'agit

de montrer qu'il existe un nombre § > 0 tel que
f(t) - f(t') e U si |t-t']| < & .
Soit V un voisinage symétrique tel que V +V +V c U .

A cause de la presque-périodicité de f , il existe £ = £(V) cor-
respondant dans la Définition 1. Mais puisque f est uniformément con-
tinue sur l'intervale [-1,£+11 , on peut trouver un nombre & (disons

0<§<1) , tel que



@ £(t)) ~ £(t,) eV
si t, , t, ¢ [-1,£+1]1 et Itl—tzl < 6

1

Considérons t et t' arbitraires dans R , mais tels gue
Jt-t*| < § . Alors il existe T une V-translation de f telle que
t+t ¢ [0,€] (il suffit de prendre 1 ¢ [-t,-t+£]) ; il en résulte que

t'+t ¢ [-1,£+1] ; en effet on a:

-1 < «§ £ t41-8 < t'+7 < t+746 < £46 < £+]

on a évidemment

f(t+1) - f(t) ¢ V

@

f(tt+r) - f(t') ¢ V
car T est une V-translation de f et aussi
@ flt+t) - f(t'+1) € V

car t+t , t'+t e [-1,£41] et It-t'| < & . En &crivant £(t) - f(t')

comme suit:

f(t) - f(t")

£(t) - £(t+1)

+

flt+1) - £(t'+1)

flt'+r) - £(t")

+

il résulte de @ et (3 que
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f{(t) - f(t*') ¢ U .

THEOREME 2. Si (£)7

n=1
verge uniformément sur R vers une fonction £(t) , alors celle-ci est

est une suite de fonetions p.p. qui con-

aussi p.p.

DEMONSTRATION. Notons d'abord que la fonction f(t) est &videmment

continue sur R comme limite uniforme de fonctions continues; en effet,
considérons un voisinage U arbitrairement donné et montrons que pour

tout t e R il existe un nombre & > 0 tel que
£(t) - £{t)) e U, si lt—tol <8 .

Soient t, ¢ R donné et V un voisinage symétrique tel que
V+V4+VclU, Puisque f{t) est la limite uniforme sur R de la sui-
te (f]_l(t)):i1 , 11 existe un entier positif N tel que si n > N,

alors

@ £(t) - £ (1) €V

pour tout t ¢ R. Considérons la fonction fn {(t) pour un n, > N ;
0
celle-ci &tant continue, il existe & = 6(t_,V) tel que

@ fno(t) - fno(to) eV, si Jt-t | <8 .

n,

En écrivant f(t) - f(to) , ol rt-tof < & , comme suit:

£(t) - f{to)

|

£(t) - £ (t)
O

+ fno{t) - fno(to)

+ fno(to) - £(t)



et en tenant compte de @ et @, on a bien:
f(t) - f(to) e U, si |'t-tol < § .

Toujours pour la méme fonction fn {t) p.p., il existe £ = £(V) tel
0
que tout intervale de IR de longueur £ contient un point 1 tel que

€ £ t+) - f (1) eV,

[ o

pour chaque t eR .

Soit

flt+r) - £(t) = £(t+1) - fn (t+1)

O
+ fn (t+1) - fn (t)
) )
+ fn (t) - f(t) .
0

Par @ et @, nous concluons que
f(t+r) - £(t) e U

pour chaque t e R ; ce qu'il fallait démontrer.

THEOREME 3. Si f£(t) est p.p., alons {£(t) ; t e R} est fotale-

ment borné dans E .

DEMONSTRATION. Soit U un voisinage donné. Nous voulons montrer

qu'il existe un ensemble fini X ¢ E tel que:



et puisque t est arbitraire, on conclut que
v
{f(t) ; t e R} c U (x.+U)
j=1 J

Ce qu'il fallait dé&montrer.

REMARQUE 2. Si E est un espace de Fréchet, alors {f(t) ; t ¢ R}
est relativement compact si f(t) est p.p. Car dans tout espace métri-
que complet, un sous-ensemble est relativement compact ssi il est totale-
ment borné (voir [19] page 13). On a alors que toute suite (f(tn)):=1

posséde une sous-suite convergente.

THEOREME 4. Soit E un espace Localement convexe complef. Si
£(t) :R+E est p.p., alors Les donctions Af(t)(red) et T(t)=f(-t)

sont aussi p.p.

DEMONSTRATION. I1 est tout i fait évident que Af(t) est p.p.

Voyons la fonction £(t) ; &tant donnée la presque-périodicité de f(t) ,
si U est un voisinage donné, il existe £ = £(U) tel que tout inter-

vale de longueur £ contient un point <t tel que

flt+T) - £(t) ¢ U

pour chaque t elR .

En posant s = -t , on voit que s parcourt R si t parcourt R ,

et
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b

£(s-1) - £(s) = f(-s+1) - £(-8)

f(t+1) -~ £{t)
donc
f{s-1) - f(s) € U

pour chaque s ¢ R . £(t) est p.p. avec -1 comme U-translation.

2. CRITERE DE BOCHNER ET AUTRES PROPRIETES

Nous commengons par le théoréme suivant dont la démonstration est

une adaptation de celle du Théoreéme 6.6 [6] au cas d'espace de Fréchet.

THEOREME 5. Soit E un espace de Fréchet et f(t) : R -+ E une

fonction presque-péniodigue; alons poun foufe swite réelle (Sﬁ):-l i

existe une sous-suite (s ), Zelle que fa suite (£(t+s )) . s0it

n'n=1

undforumEmentd convergente en t e R .

0&MONSTRATION. Considérons la suite des translatées de f , soit

(fs )°° correspondant 3 la suite (sn)
n n=1
suite dense dans R .,

n=1 et soit § = (nn)n=1 une

D'aprés la Remarque 2, on peut extraire de la suite (f{n1+sn)):_l
une sous-suite convergente, car {f{t) ; t e R} est relativement compact

dans E .



Appelons {fs n)m_ la sous-suite de (f_ )" qui converge en
1’7 =l *n n=1
n - On applique le m&me argument que ci-dessus 3 la suite (fS n):~1
1’ -
pour choisir une sous-suite (f } qui converge en n On con-
5,,0 n=1 2

tinue le processus de la méme maniére et on considére la suite diagona-

o

le (fs ) qui converge pour chaque n dans S . Appelons cette
n,n n=1

- o -
suite {fr } et montrons qu'elle est uniformément convergente sur
n n=1
R , ctest-a-dire:
pour tout voisinage U , il existe N ='NU
tel que si n ,m >N, ona

f(t+rn) - f(t+rm) e U, pour tout t e R .

Considérons donc un voisinage U arbitraire et soit un voisinage symé-

trique ? telque V+V+V+V4+VclU.

Soit £ = Z(V} correspondant dans la définition de presque-périodi-
cité de la fonction f(t) . Etant donnée la continuité uniforme de f(t)

sur R (Théoréme 1) il existe & = SV > 0 tel que

@ £(t) - £(t') € V
pour tout t , t' vérifiant |[t-t'] < §

Divisons 1'intervale [0,f£] en v intervales de longueurs plus
petites que & . Ensuite, dans chacun des intervales, on choisit un
point de S (ce qui est possible car S est dense dans IR} et on forme

ey _
ainsi I1'ensemble So = {El,...,Ev}



S0 étant fini, la suite (f )°D est uniformément convergente
n n=1
sur S_; donc il existe N = N _ tel que si n,m > N, on a:
o : Vv
C) f(gi+rn) - f(£i+rm) eV
pour tout i = 1,...,v .

Seit t ¢ R arbitraire et T e [-t,-t+£] tel que
f(t+t) - f(t) e V .

Remarquons que t+1 € (0,£] ; soit gi choisi de fagon que

|t+T-£i] < § ; alors
f(t+r+rn) - f{£i+rn) eV,
pour tout n (3@ cause de (:)). Donc en prenant n,m > N , on a:

3 f(ter) - f(ter ) e U .

1

(RN

(Ce qui signifie que la suite {f(t+rn)):_1 est uniformément Cauchy en

t eR} .

En effet pour voir @D, il suffit de considérer

f(t+rn) - f(t+rm) Ef[t+rn) - f(t+rn+T)]

<+

[f(t+rn+r) - f(£i+rn)3

+ [£(ggery) - £(g;41))

-+

[f(£i+rm) - f(t+rm+1)]

-+

[f(t+rm+r) - f(t+rm)]
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et d'appliquer @ et @ selon le cas i chacun des cing termes du mem-

bre de droite.

Nous en arrivons maintenant au critére de Bochner valable dans un

espace de Fréchet:

THéOREHE 6. Soiet E un espace de Fréehet; £a fonction f : R+ E

est p.p. 444 poun foute suite néelle (sn) AL existe une sous-suife

n=1

(sﬂ_:zl teblle que La suite (f{t+sn)):=1 converge unigormément en t e R.

DéMOHSTRATION. La nécessité de la condition a &té démontrée au Théo-

réme 5; il reste @ vErifier la suffisarce; supposons par contradiction que
la fonction f(t) n'est pas presque-périodique; alors il existe un voi-

sinage U tel que pour tout £ > 0, il existe un intervalle de longueur
£ qui ne contient aucune U-translation de £(t) ; ce qui peut s'énoncer

comme suit:

il existe un intervalle [-a,-a+f] tel que
pour tout T e [-a,-a+f] , il existe un

t=t tel que
f(t+1) - f(t) £ U .

Considérons 1, € IR arbitraire et un intervalle (al,bl) avec

b,-a; > 2|1;| qui ne contient aucune U-translation de f£(t) . Soit
a,-b

. 1
maintenant 12 = 7

peut &tre une U-translation de f(t). On consid&re un autre intervalle

; alors T,7T) € (al,bl) et donc T,-T, Te



(az,bz) avec b, -a_ > 2(111|+l12|) , qui ne contient aucune U-transla-

2 2
: a2—b2
tion de f(t) . Soit T, = — ; alors TgoT, € (az,sz ,
Tg7T, € (az,bz) et dong T3-T; et T,-T, ne peuvent &tre des U-trans-
lations de £(t) . On continue le processus de la méme maniére pour ob-

0
tenir une suite (Tn)

n=1 telle qu'aucun T T n'est une U-translation

n

de f(t) ; c'est-i-dire que pour chaque m et chaque n (m > n) , il

existe t =t eR tel que

mn
) F(t+r -1 ) - £(t) £ U .
En posant ¢ = S = TTTh ,C) devient
(:) f(G+Tm) - f(c+1n) £ U .

§'il existe une sous-suite (Tﬁ):_l c (¢ )m telle que la suite

n n=1
« - - “ -
(f(t+rﬁ))n_1 converge uniformément en t , alors pour tout volsinage V

il existe N = NV tel que si m,n > N (on peut supposer m » n) , on a

® F(t+t!) - £(t41)) € V
pour tout t ¢ IR

Mais ceci contredit (:); en effet il suffit de prendre U=V et
Gm,n = tm,n dans (:). La suite (f(t+rn))n=1 ne contient donc pas de

sous-suite uniformément convergente en t . Le théoréme est démontré.

REMARQUE 3. Dans la démonstration de la suffisance de la condition

nous n'avons pas utilisé la métrizabilité de l'espace E ; elle est donc
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valable dans tout espace localement convexe complet.

THEOR%ME 7. Soit E un espace de Frnéchet; 54 £(t) et g(t) sont

p.p. dans E , alors f£(t)+g(t) aussdi est p.p. dans E

DEMONSTRATION, Elle est simple; il suffit d'utiliser le critére de

- L3 n 13 - = »
Bochner comme suit: soit (sgjn_l une suite réelle arbitraire; on peut
Ll L3 o Ll @
en extraire une sous-suite (Sﬁ)n-l telle que la suite (f(t+sﬁ)]n_1
converge uniformément en t ¢ R ; ensuite on procéde d une seconde extrac-
ti ir (s )., ¢ (s, tell tes )" . ¢ ;
n ra onve tmi-
ion pour aveir Sh n=1 (s]_l n=1 elle que (g(t+ n? ) p=1 rge
- m -
formément en t ; alors la suite (f(t+5n)+g(t+sn))n_1 converge unifor-

mément en t . Et donc f(t)+g(t) est p.p.

REMARQUE 4. 11 découle du Théoréme 7 que la somme finie de fonctions

p.p. dans un espace de Fréchet est aussi p.p,

THEOREME 8. Soit E un espace de Frschet. Alons fes fonctions
£,(t) , £,(t) sont p.p. dans E 4si fa fonction £(r) = (£,(t),f,(t))

est p.p. dans L'espace produil B2 .

DEMONSTRATION. Notons d'abord que 1‘'espace 52 est aussi un espace

de Fréchet (voir [17], page 87). Supposons que fl(t) et fz(t) sont

idé ite réelle arbitraire (g™
p.p. dans E . Considérons une suite reelle (ann=l .

Nous

. - " « w
voulons montrer qu'il existe une sous-suite (rn)n_lc(sg)n_l telle que
la suite (f(t+rn)):_l spit uniformément convergente en t ¢ R (critére

de Bochner).
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Yo o de

Par le méme critére on peut extraire une sous-suite (s n=1

1
n
= "= ] a i-
(Sn)nzl telle que (fl(t+sn))n=1 converge uniformément en t . Ensui
. oD |ﬁ = . . _

te soit (sn)n=1 < (Sn)n=1 telle que (fz(t+sn))n=1 converge uniformé

ment en t . Alors (f(t+sn)):_1 converge uniformément en t .

. s . . 2
En effet soit U un voisinage arbitraire dans E” ; alors

U2 V. xV, oli Vl et Vz sont des voisinages dans E . Par ce que

nous venons de démontrer:

3 N1 = NVI,V m,h > Nl s

fl(t+sﬁ) - fl(t+s£) € Vl , ¥t el
et

N, = N , ¥m,n >N

2,Vte]R.

f2(t+5n] - fz(t+sm) e V
Soit N = max(Nl.Nz) , alors si m,n >N on a bien
fi(t+5n) - fi(t+sm) € Vi ,YteR ,¥Vi-=1,2
clest-d-dire

f(t+sn) - f(t+sm) el ,¥teR.

Inversement supposons gque f(t) est p.p. Soit Vl et V2 des voisi-

nages arbitraires dans E ; on peut supposer sans perte de gén€ralit& que



2 ..
Vl = VZ =V ; alors U=V est un voisinage dans E2 . Maintenant
oo
soit {Sﬁ)n—l une suite réelle donnée; on en extrait une sous-suite
oo [« ]
e + i &
(sn)n=1 tel} que (f(t Sn)}n=1 converge uniformément en t .

Donc il existe N = NU tel que si m,n > N ,
f{t+sn) - f(t4s )} € U,
pour tout t e R ; ce qui est &quivalent 2

fi(t+sn) - fi(t+5m) e V,

pour tout t eR et pour i = 1,2 ; nous avons montré que fl(t) et

fz(t) sont p.p.

COROLLAIRE 1. Si fl(t} et fz(t) sont presque-périodiques dans

1'espace de Fréchet E , alors pour tout voisinage U , fl{t) et fz[t)

ont des U-translations communes.

DEHONSTRATION. Soit U un voisinage donné dans E ; par le Théo-

r3me 8, la fonction f(t) = (£,(t).f,(t)) est aussi p.p. Soit alors

T une Uz-translation de f(t) ; on a:
2
ft+r} - f(t) ¢ U7,
pour tout t ¢ R ce qui s'€crit ainsi

£ (t+1) - £,(1) € U,

pour tout t eR , i =1,2, c'est-d-dire que T est une U-translation

de £,(t) et f£,(1)



REMARQUE 5. Le Théoréme 8 et le Corollaire 1 s'appliquent aisément

au cas de n fonctions 4 valeurs dans un espace de Fréchet E .

3. TFONCTIONS FATBLEMENT PRESQUE—PERIO?IQUES; INTEGRATTON DES FONCTIONS

PRESOUE-PERIODTQUES

Soit E wun espace localement convexe complet.

DEFINITION. La fonction f(t) : R+ E est dite faiblement presque-
périodique (on notera F. p.p.) dans E si la fonction numérigue (x*f)

(t) est presque-p&riodique pour chaque x* ¢ E* .

REMARQUE 6.

a) Toute fonction p.p. est aussi F.p.p.

b} Si f(t) est F.p.p. alors f(t) est faiblement continue et

faiblement bornée sur R .

Nous avons le

THEOREME 9, Soit E un espace Localement convexe complel; soit

£f(t) une fonction F.p.p. eof continue sun R ; supposons que
t

{F{t) ; t ¢ R} est faiblement born€ od F(t) = J f(o)do ; alons
0

F(t) esf F.p.p.

Avant de démontrer le Théoréme, nous faisons remarquer que 1'hypo-

thése de la continuité de la fonction £(t} n'est présente que pour
t

nous assurer l'existence de 1'intégrale J f{o)do telle que définie au
0



chapitre 0 ; de plus, dans les applications au chapitre TII, toutes les
intégrantes sont continues sur R . Ce qui justifie pour nous cette hy-

pothése,

DEMONSTRATION. Soit x* ¢ E* arbitraire; (x*f)(t) est une fonc-

t

tion numérique p.p. Par continuité de x* , on a (x*F)(t) = [ (x*f) (o)do,
0

qui est born&e par hypoth&se, Le Théor&me 6.20 (6] nous permet de dire

alors que (x*F)(t) est presque-périodique; ce qu'il fallait démontrer.

THEOREME 10. Soit E un espace de Frlchet ef £ : R > E une fonc-
tion donnée; alors £(t) est p.p. s4L f(t) est F.p.p. el que de

plus {£(t) ; t e R} est relativement compact.

ﬂéMONSTRATION. Si f(t) est p.p. , alors par la Remarque 6

f(t) est F.,p.p. ; tandis que la Remarque 2 nous permet de dire que
{f{(t) ; t e R} est relativement compact. Il nous reste & démontrer la

suffisance de la condition.

D'abord nous allons montrer, par contradiction, que f{t) est con-

tinue sur R . Supposons alors qu'il existe t, un point de disconti-
nuité de f({t) . Nous pouvens dans ce cas trouver un voisinage U et
deux suites réelles (s' Jw et (s’ )m tels que:
n, n=1 n, n=1
lim s' =0 = 1lim s
I~ » 1 ﬁ+mn2

et
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) f{to+s;11) - f(to+sl;2) ¢ U

pour tout n e N . En utilisant la compacité relative de {f(t) ; t € R},

] . o o
t - 1
on peut extraire des sous-suites (snl)nzl c (snl)n=l et
o ' [+ ] .
(snz)n=l c (snz)n=1 telles que:

lim f(t +s_ ) = a, ¢ E
N+ w o n1 1
lim f(to+sn ) = a, € E .

n-+ o« 2

I1 résulte alors de (1) que a -a, ¢ U et par suite a -2, #0 .

1 1

Par le Théoréme de Hahn-Banach (L19] Corollaire 1, page 108}, il

existe x* ¢ E* tel que

X {al—az) #F 0,
donc
Q x*(a,) # x*(a,)
Par continuité de x* on a:

- 3 *
x*(al) = lim x f(t0+sn )
n-+w 1

(D) 1im x*£(t 45, )
c n

T+ = 2

= x*(a,)
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(nous avons utilisé la continuité faible de f(t) dans 1'é&galité (1)).

Nous contredisons C); la fonction £(t) est donc continue sur R .

Nous utiliserons le critére de Bochner pour montrer la presque-

périodicité de f£f(t) . Mais d'abord voyons le

LEMME 1. Soit E wun espace de Fréchet et considérons ¢ : R » E
une fonction p.p. Soit une suite réelle (sn):_l telle que
lim ¢(sn+nk) existe pour tout %k = 1,2,... oud (nk]kzl est une sui-

n-—+ =m
te dense dans R .

Alors la suite (¢(t+sn)):_1 converge uniformément en t ¢ .

DEMONSTRATION._ Supposons par contradiction que f¢(t+sn)]:=l ne

converge pas uniformément en t . Alors il existe un voisinage U tel
que pour tout N = 1,2,... 1l existe nN,mN > N et tN e R tels que
@ ¢t 4s ) - ¢(t,+s ) € U .

N nN N mN

Le critére de Bochner nous permet d'extraire deux sous-suites

(51'1 ) c (sn ) et (s! ) < (s_ ) telles que

N N
lim ¢(t+s' ) = g,(t) uniformément en t ¢ R
n 1
N-»w N
lim ¢(t+s! ) = gz(t] uniformément en t e R .
N->w mN
Soit V un voisinage syﬁétrique tel que V +V +VclU . Alors il exis-

te NO:NOV tel que si N:-NO .
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l -
¢(tN+sn ) gl(tN) e V
N
l —
¢(tN+5mN) gz[tN) e V.
Nous concluons que gl(tN} - gz(tN} ¢ V sinon, en écrivant

(t +s' ) - ¢(t +s' ) =-¢(t +s' ) - g (t.)
N nN N mN N nN 1*'N

t g () - g,(ty)
+ g,(t) - ¢(tN+séN]

nous voyons que ¢(t +s' ) - ¢(t +s' } ¢ U ce qui contredit (1).
N ™n N'™m
N N
Nous avons donc trouvé un voisinage V tel que pour tout N assez

grand, il existe e R tel que:

N
gl(tN) - gz(tN) ( V.
Mais ceci est impossible; en effet il suffit de prendre une sous-suite

(B dy=1 ¢ )y oy telle que g > ty ; et puisque

lim ¢ (£ +s} ) lim ¢(g, +s' )
N-» « k nN N-»>w= k N

pour chaque k , autrement dit
gl(gk) = gz(Ek)

pour chaque k , alors par continuité de gl(t] et gz[t) , on doit

avoir gl(tN) = gz(tN) , done gl(tN} - gz(tN) doit azppartenir & tout
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voisinage. Ceci achéve la démonstration du Lemme 1.

Reprenons celle du Théoréme 10. Soit (hn)n~1 une suite réelle
donnée et considérons (nr]:_l la suite des nombres rationnels.

Etant donné que {f(t) ; t ¢ R} est relativement compact, on peut
extraire de (hn):_1 une sous-suite, qu’on notera encore de la méme fa-

gon, telle que, pour chaque T ,
(:) lim f(nr+hn) = X, existe dans E .,
n -+~ m
Démontrons maintenant que la suite (f(nr+hn));—l est uniformément con-
vergente par rapport & r . Supposons le contraire; alors il existe un

voisinage U et trois sous-suites:

o

(€.). (n.)

r’r=1 'r=1

1 (-] [=-]
(hr)r=1 ¢ (hr)r=1

(7 e ()

r'r=1

tels que
&) £(g +h1) - £(g +h) ¢ U .

Par la compacité relative de {f{t) ; t ¢ R} nous pouvons tout de suite

supposer que:

lim f(g_+h!) = b' ¢ E
T > @ T T
lim f(£r+h;] = b" ¢ E

T &+ =
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et donc, & cause de (2),

) b' - b4 U .

En vertu du méme théoréme de Hahn-Banach d&ji cité dans la démonstration

du Lemme 1, soit x* ¢ E* tel que
® x*(b') # x*(b")

Comme par hypoth&se f(t) est F.p.p. , la fonction numérique (x*f)(t)

est p.p. et donc uniformément continue sur R .

Considérons la suite des fonctions numériques (wn):zl définies
par:
@n(t) = (x*f)(t+hn) ., n=1,2,...
En écrivant
-— *
(pn(t-r‘r) - (pn(t) = x f(t+r+hn) - x*f(t+hn)
n=12,..., on voit que chaque ¢n(t) est p.p. Par ailleurs, &tant

donnée la continuité uniforme de x*f(t) sur R , on d&duit que la sui-
te (wn(t));_l est équi-uniformément continue sur R . En effet soit
€ > 0 donné; il existe & = GE > 0 tel que
* - *
| x £t +h ) - x f(t2+hn)| < g

si |tl—t2| < § ; or on a:



- = * - +
lo (1)) - @ (t,)] = Ix*€(t +h ) - x*£(t,+h )|
pour tout n = 1,2,... ; autrement dit
lo (t)) - wn(tzll <e sio|ty-t,l <8
et pour tout n = 1,2,... . Pour chaque T , on a, d cause de (i):

lim x*f{n_+h ) = x*(x_)
N e r ' n T

Donc, par le lemme 1, (x*f(t+hn)):=l converge uniformément en t .

= g . - o
Considérons maintenant les suites (£_+h') et (& +h" . Le
T r'r=l T T'r=l
critére de Bochner nous permet d'extraire deux sous-suites (que nous no-

terons de la m€me fagon), telles que les suites

(X*E(t+€ +h1))7 et (X*E(t+E +h))7 )

convergent uniformément en t ¢ R . Démontrons maintemant que
- * 1 - 1 * 1"
® lim x*f(t+E +h1) = lim  x*£(t+E +h)
T + = T =4

Pour cela, soit 1'inégalité suivante:

@ | x*£ (£+8 +h1) - x*£(e+E_+h)) |

1A

|x*f(t+Er+h;) - x*f(t+£r+hr]|

-+

* R "
I x f(t+£r+hr) X f(t+£r+hr)|

valable pour tout 1T .



Soit € > 0 donné; comme (x*f(t+hr)]:_1 converge uniformément en

on peut déterminer ne de fagon que pour r,s > n_ on a:

* £
|x*£(t+h.) - x f(t+hr)] <3
pour tout t ¢ R ; on aura alors pour r,s > nE
* R E
| x f(t+£r+hs) X f(t+£r+hr)| <3 .

. . t o [+] i -] .
Mais puisque (hr)r:l c (hr)r=l et (h;]r=1 = (hr)r=1 si on prend

r > T]E , On aura:

|x*£(t+£_+h) - x*£(t+£_+h )| <

[STRY)
-

|x*f(t+£r+h'1:) - x*f(t+£r+hr)| <

KM

par suite, 3 cause de 1'inégalité @,
x*F{t+f_+h') - x*f(t+E_+h" <
[x*£(t+6 +h) - x*(t+E +h)| <
ceci pour tout t eR . (&) est alors démontré.

Si on prend t = 0 , alors par (3) on a:

x*(b') = lim x*£(g_+h!)

T + ™

= lim x*f(£r+h‘1f)

T 4+ o

= x*(b7)

ce qui contredit @ et démontre que la suite (f(nr+hr)]:_l converge

16
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uniformément par rapport 4 r .

Donec si U est un voisinage donné, il existe N = N, tel que si

U

i,j >N, on a:
9) £(" +h,) - f[nr+th e U
pour tout T .

Enfin si t e R arbitraire, on prend une sous-suite de (nr)r_l
qui converge vers t et, en utilisant la continuité de f et la rela-

tion (:), on obtient, pour i,j > N,
f(t+hi) - f(t+hj) e U .

La presque-périodicité de f est ainsi démontrée.

THEOREME 11. Si £(t) est une fonction p.p. dans un espace de

t
Fréchet E et que {F(t) ; t eR} , od F(t) =,{ f(o)do , est relati-
0

vement compact, alors F(t) esl p.p.

DEMONSTRATION. Elle est directe par les deux précédents théorémes;

en effet, {F(t) ; t e R} est borné puisque relativement compact, et donc
faiblement borng&; par le thioréme 9, la fonction F(t) est faiblement

presque-périodique; on conclut en utilisant le théoréme 10.

Nous finissons le chapitre par le th&or&me suivant dont le cas bana-

chique est démontré dans [2] (théoréme VIII, page 6).
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THEOREME 12. Soit E un espace Localement convexe compfet. S4
f(t) est p.p. dans E et sa dindivée £'(t) uniforamément continue

sun R, alorns £'(t) est aussi p.p. dans E ,

DEMONSTRATION. Nous considérons comme dans [2] Ia suite de fonctions

presque-périodiques (n(f(t+%a - f(t}))::l et montrons qu'elle converge
uniformément sur R vers la fonction f'(t) ; la conclusion est faite

‘ensuite en vertu du Théoréme 2 du présent chapitre.

Soit U = U(e ; p; 1= i £ n} un voisinage arbitraire; il s'agit

de montrer qu'il existe un entier positif N = N tel que

u

£1(1) - n(f(t-r%) Cf(th e U
pour tout t , d&s que n > N .

Par la continuité uniforme de £'(t) , nous pouvons choisir

§ =8, > 0 de fagon que

f'(tl) - f‘(tz) e U

pour tout t,,t, vérifiant |t1-t2| < § . Or on peut Ecrire:

1 1/n
fr{ty - n(f(tﬁ;) - f{t)) = n] F€'(t) - £'(t+o)1do .
0

Donc en choisissant N = N, > é—, dés que n > N , on aura:
1/n

p;LE'(t) - n{f(t+%} - £{t}}]1 < nJ p,LE! (1) -£' (t+0) Ido
0
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THéOR%ME 12. Soit E un espace Localement convexe complet. Si
f{t) est p.p. dans E eof sa dénivée f'(t) uniformément continue

sun R, alons £1(t) est aussd p.p. dans E .

PEMONSTRATICN. MNous considérons comme dans [2] 1a suite de fonctions

presque-périodiques (n(f(t+%9 - f(t))):_1 et montrons qu'elle converge
uniformément sur R vers la fonction £'(t) ; la conclusion est faite

ensuite en vertu du théoréme 2 du présent chapitre.

Soit U= U{e ; p; ,1 <1 <n} un voisinage arbitraire; il s'agit

de montrer qu'il existe un entier positif N = N, tel que

U

£1(1) - n(f(t+-r11—) - f(the U
pour tout t , dés que n > N .,

Par la continuit@ uniforme de £'(t) , nous pouvons choisir
¢ = GU > 0 de fagor que
f'(tl) - f'(t2) e U

pour tout t,,t, vérifiant |t1~t2| < § . Or on peut écrire:

1 1/n
£fr{t) - n(f(t+ﬁ) - £(t)) = n[ (f'(t) - f'(t+0)1do .
0

Donc en choisissant N = NU > %—, dé&s que n > N , on aura:
1 1/n
pi[f'(t) - n(f(t+ﬁﬂ - f(t))] = nJ pi[f'(t)-f'(t+o]]dc
0
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pour toute semi-norme P; et pour tout t ¢ R ce qu'il fallait démon-

trer.



et

Puisque e(t-TIA

alors on a:

Montrons gue lim
s+ 0

v

I = Ae(t-‘r)Ay

I

est

I

1)

(1) =

e(t-r—sJA

(t

y({1ts)-e

-1}

Ay[T+S]

) e(t-T)A

S

y{tts)-e

(t-‘r)Ay

()

J_

L

continu sur E et que

lim XL - e

s> 0 S
lim J = e(t_T)AY'(T)
s—+0
= e(t-T)AAy(t)
= a8 Ty
= _Ae(t_T)Ay(r) , ¢ce qui donnerait alors
= lim 311i5%23£11-= e (DA
s+ 0
+ Ae{t-T)Ay(r)
= 8 ;
(t-t-s)A (t-1)A o
e. }'(T'I':]-B )’(T"‘S] +Ae(t'T)Ay(1’)

Ale -1
(=TT S

-sA

y{t+s) + Ay(1)]

52



93]
[y

- e(t_T)A[(e'SA—I)(Y(T+Sl-X(T))

e-SA-I

S5

y(1) + Ay(1)] .

-+

Utilisant les propriétés de {etA ; t ¢eR} on obtient:
—sA_I
M lim s v{m) = ~Ay(q)
s+ 0

(voir [19], Corollaire 3, page 245); on a aussi:

LEMME 1.

) 1in (e %A lmrslylnly <6

s + 0

DEMONSTRATTON DU LEMME. Remarquons d'abord que le groupe

A . s .
t ; t e R} est équi-continu sur les sous-ensembles compacts de R ;

{e

et par conséquent si on suppose |t| < 1 , alors pour toute semi-norme

p il existe une semi-norme q telle que
p(etAx) < q(x} pour tout x ¢ E .
Maintenant soit
(e-hny lrslr(D)y . ot ey iy
+ (eAny (0

Spit p une semi-norme arbitraire; alors il existe une semi-norme q

telle que, pour |s| =1



(3) pl (e 1y ZLresl=v(tlyy o qprlees)oy(D) _yo )
+ pl (r+sl—y(1) -y ]

ple ANy (11 ;

-+

utilisant le fait que y'(t} existe sur R et que lim (e-SA-I)y'(1)=B,
s+ 0
on peut rendre le membre de droite de (3) arbitrairement petit lorsque

s tend vers 0 ; cecl démontre le lemme,
En combinant (1) et (2), on obtient que

(t-)

lim I + Ae Ay('r) =90 .

s+ 0
On conclut alors que v'(t) = & pour tout 1 e¢R , ¢ce qui veut dire que

la fonctioen v{1) = constante.

DEFINITION. L'espace de Fréchet E est dit parfait si pour toute

fonction f(t) : R + E telle que:
(1) {f(t} ; t e R} est borné dans E
(ii) £'(t} est p.p. dans E
on a:
f(t} p.p. dans E .

Nous démontrons maintenant le



THEOREME 1. Soit E un espace de Fréchet parfait; supposons que:

(i) A est un opérateur lin€aire compact
(ii) {Ak ; k=1,2,...1} est équi-continu

{iii} Pour toute semi-norme p 1l existe une semi-norme q telle que:
pletx] = q(0)
pour tout Xx e E et tout t eR .
Alors toute solution x{t) de I'équation
x'(t) = Ax{t) , == < t < =
est p.p. dans E ,

DéMUNSTRATTON. Comme x(t) = etAx(O) , alors x(t) est bornée dans

E . L'espace E &tant un espace parfait, il suffit donc de montrer que

x'(t} est p.p.

L'opérateur A E&tant compact, alors {Ax(t) ; t ¢ R} est relative-
ment compact; il en sera de méme pour {x'{t) ; t ¢ R} . Soit {55):_1

. - . .+ . . ao
une suite réelle arbitraire; on peut en extraire une sous-suite (sn)n_1

telle que la suite (x'(sn)):zl soit de Cauchy dans E . Or on a:
I -
X (t+sn) = Ax[t+sn)
{t+sn)A
= Ae x(0)
s A

AetA e " x{0)

n
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It

tA
Ae x(sn)

tA
e Ax(sn)

tA _,
e X (sn)

pour tout t ¢R et tout n=1,2,... . Si p est une semi-norme don-

née, il existe une semi-norme q , d'aprés (iii), telle que
prxt(t+s_)-x"(t+s_} = p[etA(x'(s Y-x"(s_JJ
- n m n m

g q[x'(sn)-x'(sm)]

pour tout t et tout m,n ¢ N . On en déduit que la suite (x'(t+sn))n=1

est de Cauchy uniforme en t ; on applique le critére de Bochner pour con-

clure de la presque-périodicité de x'(t} .

2. LE CAS NOW HOMOGENE (S - A)x(t) = £(t)
Nous considérons d'abord 1'équation non homogéne
@ xT{t) = Ax{t) + f(t) , =< t < =

oli A est un opérateur linéaire fermé de domaine D{A)} dense dans un es-
pace de Fréchet arbitraire E . La fonction f(t} : R > E sera toujours

supposée presque-périodique dans E .

Mais rappelons quelques d&finitions utiles (voir [19]).
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DéFINITI{JN 2. On dit que la famille d'opérateurs linéaires continus

{T(t) ; t ¢ R} est un groupe équi-continu de classe C, si

(i) T[t1+t2)x = T(tl)T(tz)x , T(0)x = x pour tout X ¢ E et tout

1’.1,1:2 e R .

(ii} Pour toute semi-norme p , il existe une semi-norme q telle

que plT(t)x] £ q(x) pour tout x ¢ E et tout t eR .

(iii) lim T(t)x = T(to)x pour tout x ¢ E et tout to ¢cR .
t+t
o}

DéFINITION 3. Soit {T(t) ; t e R} un groupe &qui-continu de clas-

se Co ; on définit le générateur infinitésimal A de T(t) par:

T -
Ax = lim %;

n+0

c'est-i-dire A est 1'opérateur linéaire de domaine

D{A} = {x ¢ E ; lim l(l)x_-x existe dans E} et pour tout x ¢ D(A) ,
n,> 0
Ax = 1im L(n)x-x
n—+20 n

REMARQUE 1. On peut moptrer que

g—t-T(t)x = AT(t)x = T(t)Ax

pour tout x ¢ D(A} et donc qu'en particulier A commute avec T(t} sur

D(A) . (Voir (19] pour le cas semi-groupal)}.

Dans le reste de ce paragraphe, nous supposerons que A est le géné-

rateur infinité&simal d'un groupe &qui-continu de classe Co' {T(t) ; te R}
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Nous allons maintenant démontrer un certain nombre de lemmes.

LEMME 2. Soit E un espace localement convexe complet. La fonc-
tion T(t-0)f(o) : R > E est continue pour chaque t si f(o) est une
fonction continue sur IR .

DEMONSTRATION. 11 s'agit de montrer que 1im T(t-o-s)f{a+s)

s> 0
existe et est égale & T(t-0)f{o) . Soit 1'égalité suivante:

[T(t-o-s)f{o+s) - T{t-0)f(o0}1=[T{t-o-8)f(o+s) - T(t-o-5)f(a)]
+ [T(t-o-s)}f{ag) - T(t-g)}f(o)}]
Par la propriété (iii) de la D&€finition 2, on a

lim T(t-o-s)}f(o) = T(t-g)f(s)
s >0

Si p est une semi-norme arbitraire, alors par la propriété (ii) de la

Définition 2, il existe une semi-norme q telle que
p(T(t-o-5) (f(o+s) - f(0))] < q[f(o+s) - f{o)]

on utilise maintenant la continuité de la fonction f(o) pour déduire que
lorsque s tend vers O , on peut rendre le terme g[f{o+s) - f(o)] ar-

bitrairement petit. La démonstration est ainsi achevée.

Nous sommes aleors en mesure de démontrer le lemme suivant qui nous
permet de représenter les solutions de 1'équation (). La technique uti-

lisée est la m8me que dans [21].
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LEMME 3. Soit E un espace localement convexe complet, Toute so-
lution de 1'équation (I) s'écrit scus la forme
t .
x(t) = T{)x(0) + J T(t-o)}f(o)do .
0

DEMONSTRATION. Le lemme 1 garantit 1'existence de toutes les inté-

grales que nous utiliserons. Appliquons T(t-o) de chaque cdté de C);

on obtiept:
T(t-o)x'(g) = T(t-o)Ax(o) + T(t-o)f{(c)

on intégre ensuite de 0 4 t :
t

t
(1) J T(t-o)x'{o)do. = I T(t-o)Ax(o)do
0 L0

t
+ J T(t-o)fio)do .
0

Or

T{t-o-s)x{g+5)}-T{t-g)}x (o)

gE‘T(t-cJX(o) = 5limo >
= lim T(t'U‘SJIX(CHEL-T(t—o)x(o+s)
s + 0 5
+ 1ip T(t-o)x{c+s)-T{t-g)x(o)
s+ 0 s
= lim T(t-o) T('S)X(U-;S)—x(ms)
s+ 0

X(g+s}-x{q)

+ lim T(t-o)} 5

5 +
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T(t-o)[ lim 'z L o(oes)

s+ 0

| + lim x(g+s5)-x(c) ]

|
| e
| = T(t-0) {-Ax(c)+x'(a)]
|
|
x(ots)-x (o) ; d'un autre cbté

En effet on a évidemment x'(o) = lim
s =+ 0

:soit

| :

| Ii;gl:l X(o+s) = (T(—5)~I)(X(U+Sl_x(OJ) ' T(“:)'I X (o)

11 est clair que
|

| lim Illgl:1~x(o) = -Ax(a) ,

5 + 0

car A est le générateur infinité&simal du groupe {T(t) ; t ¢ R} . Par

| ailleurs, on peut démontrer, exactement comme le Lemme 1, le résultat

suivant:

SOUS- LEMME.
|
lim  (T(-s5)-1) 5&215%;5&21 =6 .

s+ 0

|
| Par suite, on obtient

|
| lim IL-:gl:-l--)c(c:ﬂ:,) = -Ax{0o)
5 > 0
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T(t-o)x' (o) = %E-T(t-oJx(u) + T(t~0)Ax(o) .

En intégrant de 0 &4 t , on obtient:

t t
{(2) J T{t-o)x'(o)do = x(B)-T(t)x(0Q} + J T(t-0)Ax(o)}do
0 0

et en combinant (1) et (2), on obtient la formule désirée.

LEMME 4. Soit E un espace de Fréchet. 8i {T(t)x ; t ¢ R} est

relativement compact pour tout x ¢ E et {f(t}) ; t € R} est relative-

ment compact, alors {T(t)f(t);t ¢ R} est aussi relativement compact.

PEMONSTRATION. Soit (tH):=1 une suite réelle arbitraire donnée;

alors par l'hypothése sur £(t) , il existe une sous-suite

(t! T e (tH):-l telle que lim f({t') existe dans E ; spit x cet-
= n

n’n=1
Iy =& o™

te limite.

- . o ' o
Faisons une seconde extraction (tn)nzlc (tn)nzl de fagon que la
suite (T(tn)szzl soit de Cauchy dans E , ce qui est possible 3 cause

de la compacité relative de {T(t}x ; t ¢ R}.

Nous allons montrer que (T[tn)f[tn)):=1 est une suite de Cauchy,

ce qui achéverait la démonstration du lemme; &crivons

TCE (e )-T(e, V€t ) = [T(6)-T(tITMECE )-x]

-+

[(T(t,)-T(t,))x]

+

T(th [f[tn) -f(tm) ]




Soit p wune semi-norme arbitraire; on a 1l'inégalité suivante:
p[T(tn)f(tn)—T(tm}f(tm)] < p[[T(tn}—T(tm)][f(tn)-x]]
+ p[(T(th—T(tm)}x]
+ p[T(tm)]f(tn)—f(tm)]] .

Par &qui-continuité& de {T(t) ; t ¢ R} , il existe une semi-norme gq

telle que

PLT(t JOECt )-£(t 333 < glf(t )-f(t )]
et

pLLT(t )-T(r JITE(t J-xI] < 29[£(t )-x] .
On peut choisir m et n assez grands tels que:

3
q[f(tn)—f(tm)J <3

q[f(tn}—x] < %

PL(T(t )-T(t ))x3 < 3

ce qui implique que
p[T(tn)f(tn)~T(tm)f[tm)] < g .
La démonstration est achevée,

Maintenant voyons le
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LEMME 5. Soit E un espace de Fréchet et, con-
sidérons {T(t) ; t € R} un groupe &qui-continu de classe (  tel que
T(t)x : R - E est presque-périodique pour tout x ¢ E . Supposons que

f(t) : R > E est presque-périodique; alors la fonction
T(t)E(t) : R » E

est presque-périodique,

DEMONSTRATION. Soit U = U(e ; P, » 1 sics n) un voisinage arbi-
traire donng; puisque {T(t) ; t ¢ R} est qui-continu, 3 chaque semi-

norme .p. , il correspond une semi-norme q; telle que
(1) P;[T(t)x] < q; (x)
pour tout X ¢ E et tout t e R .
Considérons le voisinage sym&trique
Vo= V(g-; Pp9; » 1S isn) ; VaVaVaV c U .

Puisque {f(t) ; t ¢ R} est totalement borné (Théoréme 3 du chapitre

I1), il existe tl,...,tv tels que pour tout t ¢R , on a:
v
f(t) ¢ U (f(tk)+V)
k=1

Considérons maintenant les fonctions presque-périodiques suivantes:

f(t) , T(W)f(t > k= 1,...,v

X
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Alors par le Corollaire 1 du chapitre II, elles ont les mémes V-transla-

tions; nous pouvons donc dire qu'il existe £ = £{V) > 0 tel que tout

intervale de longueur £ contient un point T tel que:
fF(ter)-£(t) ¢ V
(2}

T(e+)£(2)-T(E)E(1) e V, k= 1,...,

pour tout t eR .

Considérons t ¢ R arbitraire; alors il existe k(1 < k < v)
que
(3) £f{t) ¢ f(tk]+v .
Ecrivons:

T(t+o)E(t+1) -T(L) ()

T{t+)[F{t+1)-f(t)]

-+

T(t+0) (1) ~£(t,)]

T(t+1) f(t

-+

—+

T()f{t )-£(t)] .
Soit 1'inégalit€ suivante valable pour toute semi-norme p;
pi[T(t+1)f(t+r)—T(t)f(t)} < pi[T(t+1)[f(t+T)-f(t)]]

+ py[Tt+) [E(t) -£(t, 311

tel



+ Py IT(e+) £ (1) )-T() (1))
+ P ET(ITE (L) -£(t) 1]
en utilisant (1) on majore le membre de droite par:
qi[f(t+1)-f(t)] + qi[f(t)—f(tk]] + pi[T(t+T)f(tk)—T(t)f(tk)]

+qLE(r)-f(1)T < §.+ §.+ §.+ - e

N

par (2) et (3).
Nous avons donc montré que
T{t+t)E{t+t)-T(t)f(t) ¢ U

pour tout t ¢ R , ce qui est la presque-périodicité pour la fonction

Tt (L) .

THEOREME 2. Soit E un espace de Frnéchet. Supposons que x(t)

es wne solution & thajectoine nelativement compacte de L'équation
XT(t) = AX{L)+f(t) , = < t < ®

o A est génératewr infinitésimal d’'un groupe &qui-conlinu de classe
ColT(t) 5 t e R} fef que T(t)x : R~ E esl p.p. pour chaque x ¢ E ,

et f(t) une fonction p.p.

Alons x(t) esf p.p.-
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DEMONSTRATTON. D'aprés le lemme 3, x(t) s'écrit:

t
x(t) = T(t)x(0) + J T(t-o)f(o)do .
0

Comme T(t)x(0) est p.p. , 11 suffit de montrer que la fonction

t
v(t) J T(t-0)f(o)do
0

It

x(t)-T(t)x(0)

est p.p. {v(t) ; t ¢ R} est relativement compact puisque {x(t) ; t ¢ R}

et {T()x(0) ; ¢ R} le sont. Par ailleurs on a:

t

t
v(t) J T(t)T(-o)f(o)do

0

t
T(t)J T(-a)f(o)do
1]

donc T(-t)v(t)

t
J T(-0)f(0o)do .
0

Par le Théoréme 4 du chapitre II, T(-t)x est p.p. pour tout
x ¢ E, donec {T(-t)x ; t ¢ R] est relativement compact pour tout x e E
(voir Remarque 2 du chapitre II). Par le Lemme 4, {T(-t)v(t) ; t eR }
et donc {Jt T(-0)f(o)do ; t ¢ R} est relativement compact. Le Lemme
5 nous permgt de dire que la fonction T(-t)f(t) est p.p. , donc par

t
le Théoréme 11 du Chapitre IT, f T{-0)f(o)do est p.p.
0

t
On applique & nouveau le Lemme 5 pour conclure que f T{t-ag)f(o)do
0

est p.p.

Le Théoréme est démontré,
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THEOREME 3. Soit E un espace de Fréchet. Les solutions d tra-

jectoines helativement compactes de £'équation
x'(t) = Ax(t) , 2 < t <

o A est Le ginerateur infinitésimal d'un groupe Equi-continu de clas-

se Cy{T(t) ; t ¢ R} sont prlcisément Les solutions presque- piniodigues.

DéMONSTRATION. Nous savons d&j& (Remarque 2, chapitre II) que si

x{t) est une solution p.p. , alors elle est & trajectoire relativement
compacte. Inversement soit x({t) une solution telle que {x(t) ; t ¢ R}
est relativement compacte; de toute suite réelle (sé):_l on peut ex-

- - w - - L3
traire une sous-suite (Sn}n=1 telle que la suite (x(sn))nzl soit de

Cauchy dans E ; or on a:

x(t+sn) T(t+sn)x(OJ
= T(t)T(sn)x(O)

= T(t)x(s )

pour tout n ; par suite:

x(t+sn)-x(t sm) T(t)[x(sn)-x(sm)] .

Soit p ume semi-norme arbitraire; par &quicontinuité de T(t) , il

existe une semi-norme q telle que

p[x(t+sn)—x(t+sm)] p[T(t)[x(an—x(sm)]]

1A

q[x(sn)-X(sm)]



68

pour tout t ¢ IR ; ce qui montre que la suite (x(t+sn)):_1 est de Cau-

chy uniforme en t ; le critére de Bochner nous permet alors de dire que

x(t) est p.p.

3. INgGALITé ABSTRAITE ET PRESQUE-PERIODICITé DANS LES ESPACES DE HILBERT

Nous considérons iei 1'équation différentielle

X'(t) = AX(t) , - <t <=

dans un espace de Hilbert H muni du produit scalaire (-,+} et de la

|

norme

; A est un opérateur linéaire de domaine D(A) dense dans

H .

I1 est bien connu (voir [21] Théoréme 2.1 ou [2]) que si A est un
opérateur antisymétrique, alors toute solution & trajectoire relativement
compacte est p.p. dans H . Nous démontrons ici un résultat analogue
pour le cas ol A = A+ + A avec A un opérateur symétrique et A_ un

opérateur antisymétrique,

L

THéOREME 4. Supposons que A = A +A_ ol

(i) A+ est symétrique,
{ii) A_ est antisymétrique,
. 2 -
(iii) Y x e D(A) , Re(A+x,A_x) 2 -cHA+xH oli ¢ est une constante

telle que ¢ £ 1 .

~

Alors toute solution & trajectoire relativement compacte de 1'équa-

tion



69

x'(t) = Ax{(t) , =<t < =
est p.p. dans H .

DEMONSTRATION. Considérons y(t) une solution arbitraire non iden-

- tigquement nulle et bornée dams H . Soit la fonction numérique

ly ey 11

$(t)

(y(t),y(t}) , t eR ;

$(t) est aussi bornée sur R . On a:

61 (1) = S 8(0) = S5 () ()

(y'(t),y()) + (y(t),y'(t))

(Ay(t),y(t)) + (y(1),Ay(1))

(Ay(t),y(1)} + (A y(t),y(1))

+

(r(t),A, y(t)) + (y(t),A y(r))

2(A+Y(t),Y(t))
i cause de (i) et (ii) .

Rappelons le résultat suivant: (voir [23],Sublema, page 56): si
B est un opérateur linfaire symétrique de domaine D(B) ¢ H et x(t)

une solution de l1'é€quation x'(t) = Bx(t) alors la fonction



b(t) = (Bx(t),x(t)) est continfiment différentiable et sa dérivée est

gégale & 2 Re(Bx(t)},x'(t)) .
Appliqué ici cela donne:

S (A y(),y (1))

Par suite on a:

S e(e) = 47 ()
dt

fl

W

¢(t) est donc une fonction convexe

est nécessairement constante, Nous

2 Re(A,y(t),y" (1))
2 Re(A+y(t],Ay(t))

2 Re[(A+y(t),A+Y(t))

+ (ALY (£),A_y(t)))
2 RellIA, y (1) 1%+ (A, y () ,A_y(£))]

201A,y(0) [P4Re (A ¥ (1) ,A_y (£))] .

ACIA,y () 1P 4Re A,y (1) ,A_y(£)) ]

a(1-c)lIA,y () )% | par (iii)

0

de t . Etant bornée sur R , elle

pouvons donc dire:

¢(t) = ¢{0) , pour tout t ¢R ,

c'est-d-dire:

(1) Iy 1% = 1y()1? , pour tout t ¢ R .



Supposons maintenant que y(t) est une solution i trajectoire relative-

ment compacte dans H ; alors y{t) est bornée et vérifie 1'€galité (1).
Soit s € R quelconque et considérons la fonction traniatée.

x(t+s) , =<t <o,

¥y (t)

Alors

YU =AY (1) , w <t <,

Donc si 1 et Sy sont donnés, on a:

(ysl(tJ-ysz(tJJ' = Aly, (t)Aysz(tJJ , m<t<a

1

et par suite

2 _ 2
Hysl(t]-ysz(tJH = Hysl(O)-ysz(O)H

oOu encore
HX(t+51J-X(t+52JH2 = HX(SIJ-X(SZJHZ .

On finit 1la démonstration en utilisant le critére de Bochner: soit

(sﬁ :_1 une suite réelle donnée; comme {x(t) ; t ¢ R} est relativement
] -
t trait une sous-sui '
compact, on extr us-suite (sn)n:1 c (sn)n=1 telle que

(x[sn))n=l soit de Cauchy. On a:

sup HX(t+sn)-X(t+stH2 = HX(sn)—X(SmJHZ .
telR



Ce qui montre que la suite des translatées (x(t+sn)):=1 est de Cauchy

uniforme en t , d'ol la presque-périodicité de x(t) .



CONCLUSTON

Un outil essentiel dans 1'&tude des solutions presque-périodiques
d'équations différentielles a &té dans cette th&se le critére de Bochner
que nous avons pu établir dans les espaces de Fréchet. I1 semble inté-
ressant, selon S, ZAIDMAN, de refaire en partie ou entiérement le présent
travail, en utilisant la définition de presque-périodicité dans les es-
paces vectoriels topologiques proposée par S. BOCHNER et J. Von NEUMAN
dans leur important mémoire [5) (Définition 1.4) et de comparer les ré-
sultats. Cet intérét serait grand si on pouvait arriver par ce biais a3
démontrer les Théorémes 1, 2 et 3 du Chapitre III sans 1'hypothése de la

métrisabilité de 1'espace.

Quant au Théoréme 4 du Chapitre III, son intér8t réside dans le fait
que le résultat bien connu pour le cas ol 1'opérateur A est antisymétri-
que ([21] Théoréme 3.1) peut désormais €tre considéré comme un Corollaire
simple; en effet on peut alors écrire A = 8+A en considérant & 1'opé-
rateur nul comme opérateur symétrique; 1'hypothése Re(8x,Ax) 2 —cHBxH2

est bien vérifiée dans ce cas,
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