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PREFRACE

AMBARTBUEIAN & été 1. prezier & introduire la notion du
srabléas INVer.o de diffusion en 192ge

Lei premidres résolutions mathématiques au probldas
invoerss apparaldsent en 1847 aveu FRPDBERG #t HYLLERAAS § oes
derniers réalisont Un développsmant forael du potentiel V(x)

3 ll'aide de lu fonciion de phaRe S, mats owtte wéthode se
rdvéle imparfaite.

En 1949, SARCGUANN caseis sAns succds dlappliquer 1la
notion d1 protléame invorss a unue classe porticullére de poten-
tialea.

. Les solutions & co problémes nnt eté établie. sveq riguaur
en 19451 per GELFAND: LEVITAN et XARCHENEC,

Les régultats mashématiquea daa travaux de CELFAND &
LBRVITAN ont é+é développée pnr JOST, KOHM et LEVINSON en 1983,

Plugisurs aspoots du prabléne fnverae oat 4t conuidirés
et résolus pa- dee uut eur-e commo BARGMANN, AGRONOVITCH, 00eO,
IREIN, ¢4

Une Lliste diguvroges eoncernant 10 probléme‘iuvarso garg
donnéo a la fin de cetto anzlyse.

QuUIil pme scit parsls dfoxprimer mos profonds remorciemdenta
4 Mondleur 10 Yrogvgeogur Jean Louis DESTOUCHES qui & bien voulu
pfaccuyeillir dans son laboratoire a% auprés ds qui j'ai obtenu
l'aldo marule ot los encouragemonta néesssalres & la poureuite

de¢ was travaux,



PROBLBIIE Inverae de la DittuelOn

OENERALISBATION DU PROBLEME DE MARCHENKO LORSQUE

=D
(E)o{—__;k réelle), 1 entier powsitifr lV(y)‘ dyéo; |y v(y%Gy
o o «po

A) INTRODUCTION.

Equation rediale,

Conald'rona ur ayst2ze non relativigte deo 2 partioules en
inter&otlon ; systdzs dans laquel 1s potsntiel dépend seulement
de 1. positiOQ relative des 2 corps en présenze,

Si noui suppeeone qua les peRrtisuls=<ont .aal .pin et que

1. patentiel .at laotropie, 1s 8ysteme peut &trs décrit par

ltéquation de SCHRODIMAKR,

), a7 (x,b,{) + utx)l{u,e.f) = é\"x,g,f)

aM
OXpreeetou OU x désigne 1. distancs de. 2 corpe # — 038"
o,
) . 2
2, et ug 'tant leeeegiss des 2 partioul8. repré.ente 1'éner=~

gle du evsddme, U le potentisl

i’ouonl E = 3;. f VC,) = uc,) 1 E = ka
h

LA

LYéquation des SCHRODINOER devient 1

AY + k"“(rf- w-‘-x)\( = o (1),
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Conlidéronl pour (12)A ure solution de la forme

L‘/m , 8.9

x r

¢t y Portons ocette Iclutlon dans C|2)A
X

1%équation (1,), se sépare, l'une dfelle ent donnée par

2
kls)ﬁ L&@ +<k2 - %&.}_ - V(x))Y(x) = o
dx - * -

15 A e.t appelée équation d'onde partielle OU encore dquation

radiale,

J€ 81t un enéaer- renr-éeeneene 10 momGnt cinétique

11 POSITION DU P£ROBLUEME,

Rappelon. que |'amplitude do diffuBion ?F (kt e¢os ) vaut

o,
2‘%5'; (2n+1) [st(kl_1] Pn (oogb ) = F (k, cosd )
4

B (k) ddsigna la tonction ds phasge,

Le .€rie dtant supponée convsrgents, ON remarqus que 1z
connaiseanocs de 1'ampllitude de 4itfusion donne 1a fonotion
da phale se (k).

On ulLit déterminer en Mbéoanique quantf.que lI'amplitude de
dttfulton & partir du potentiol.

Le probléme inverse de la Dittulton sst oelui qui conailte
i déduire le potentiel en partant de l'amplitude de diftugion.

Ep 1931, HARCHENXKQ et LEYITAN donnent une lolution du pro-
bléme posé en coneid'ran't tous les deux le cas 48. = o (syastémo

sans .0.ent cirlétiqud) ¢ taa deux méthodes utilis€ées ne sont pal

Wutafols ldentiques,
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MARCIHENKQ lle aert ds 1u fonction de phasa 8 (K)

LEVITAN utilise pour ss ré.olution la notion de la tonotion
speotl'ale.
Bn ﬂ\wa, JOBT et KOBM généralise la méthode de LEYITAN

au oa& % o : il. trouvent une tormule analogus & |"quatlou

de LEVITAN.

Bn 1983 LEVINEQN généraliese auasl plusiours aspocta mathé-

matiques du prodléma INnver.e.

Ma baeeut sur le. travaux etteotu¢s par JOST, KOHN. LEVINSON
at par les auteura comms NEXTON (1866) PADDEYRYV (1963) J ALFARO
et REOGB (1968) ; j'ai dégagé une formule qui généraliase L'équan~
tton de ¥ARCHENKO lorsqu'on se place dans oertaines conditions.

Auparavant je veias exposor hridvement ls méthode de

HARCHEBNK G,

a) EQUATION DE MARCHENKQ o

I Cal particu..l.ier

Sl 6= d, Ltéguetton (13.).% devient
2 -

i_f- + [u® _V(x)J‘\/(x) =0 (1)1
Aax ~

I, 8 st appeldo équation d'ondee 9.

Il Solutions de lléquaticn diftérentislls (11)N

Ou démontre que (11)8 admet czowmre solution la lonotion

intédgrale euivante 1

- 8ln -
('i’(k,X) =k—l0(+\b,'ln:(x'—y)\"()') (k,y) dy véritiant

!
(()(k,c)a‘o C?"lk,uo)= I (11,)B



de nfme

R i p—

t(k,x)= o'¥X 4}( 81n %{x~7}  vey) t(k,y) ay
k
et antisfaiBant & la ¢ondition

I11m -ikx -
X ey @O ) f(k,xdJ =1

oot anssl solutisn do (11)}]

11l Fonctian- Aex,y) et Potentiel V(x)

MARCHENKC introduit 1a fonction A détini_par

L0
Alx,y) = aﬁ(k,x)—eikﬁ o 1KY dk
avec

A(x,yJ)=0 .1 X ¥ (IIII)E

A 1l'sidw dos transformations mathdmatiques 11 ddduit qus

o
A(X,X) . ' ( V(ig)da (1Iy_3
5 2

1]
Jx

IV Idéa de MARCHENKO,

Si par UN procédd aathématique ON arrivatt & détorminor
ltexpresaion de la Zonction  A(X,y): il serait alers azisd de
définir A(X,X)

Gréce & ItéQuatlon (X181, ON ddduirait le potentiel V(X)

V Equation de MARCHENKO

:Poursuivant Bon reteonnaeent MARCHEWKO montr-c que La Zguoe=

t10n Aex,y) satiatait & l'dquation intégrarle suivanta !¢
e
P(x+t) + 1 F(x+y)A(t,y)dy=Aa(t,x)
X

pour x » t (Vi) g




dquation oU

+0° 4 gn(x)
1 o Lkx dk % sa @
F(x)= - _WE(I{) 1J e + ag

n

lorsque k est complexe 3 et oOU

+ O

I

F(x)= g [S(k)-l_] Bt*® dk  Jorsque k est réelle
2 Jmoh "

Les Bu sont dee oonstantes de nordaliggtion.,

VI Rssargqussz,
1-/ Ltéquation (V1)B set une équation de VOLTERRA. Il a

été démontréd que F(X+y) est do <arréd intégrabls et que |'équa-
tion bomogdny,

t(x)+ f F(x+y)dy= 0 n'admet pas ds solution 1 ou réaultat
t

peruet de ddédduire que (VI)e admat une eolution ACt,X) em vertu
de 1'aiternative do FREDHOLM,

2-/ BARCHENKO repond par catte méthode au probleme Inver.e
de 1a diffusion.

Il sutfit en effet do conmattro la fonction des phaee SCK)
pour déterminer F(x) ; donc pour saveir l'axpression de A(t,X)
% l'aide de I'équation intégrale (¥; )y, expression QUi permettra

en définitive de calculer 10 potentlel.

3°/ LEVITAN procéde autressnt et aboutit a I'équation

tntégrale 8Suivanto -

L
.-Q(t.x)-r 5 K(t,y)Q(y,x) dy + K(t,x —0

(VIl)a °

pour x £ ¢
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expree=lon ou + 00
ﬂ (t,x) — (100 (k,t) cﬁ,(k,x) d[e(E)— f'ﬁ(E)}
-

(?o(k;x) étant la .olutloQ de lléquation dittérentielle

oY

.....;') + szﬂJ = 0 e=eatisfaisant a
dx ({ \{r
(0) =0 (o) =1

(B) étant la fOQDtlon 8peotrale, VO(E) sa valeur pour Y(x)=zo
LEVITAN -déduit 1a fonotion potenttelle & pertir de L'expression

de K(x,x)

4°) JOST et KOHN générmliment cette méthode et trouvent

I'équation intégrale suivant. 1

% t E
{] Y bt
(t,x) + X{t,¥) (y,x)dy+K Ct,x)=0

° pour x <t
(V1,)B

ﬂ et KE' étant “tes fonotion. sacooidos €U momont

cinétique du systédme pour s valeur e .
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GENERALIBAYTION DE L'EQUATION DE HARCHEMNEOQ

lorsque s (

E >0 1E) el X rée| ﬁ\r(y)f dym 10 ylv(y1 d}'<‘3“3

A') Régultats Mathématiques.

| PréliminAtre -

1°/ Peur mon raisonnement. je vais supposer d'abord que

g et k Bont des variables oomplexee 1ides par la reluation

29 On posera ¥ = B+ Ib. en supposant b} 0.
ue
38, On suppoeera au"fﬁle potentiel V(x) ast
-réel

-détint ¢t continue pour tout x> 0

=HorVixi=o

X ~p =0

Il Solutions de 1t'Egquation Diftdrentisllea (13)A

Rappelons que (I4 ) vérifie 1'équation suilvante

. —
% £x) . [?3 - ,!{E+1) - V(xj} \”<\ (x) = o (IJ)A

dx3

Determlnons 2 solutlons do (|3)A que NOUS dsésignerons pn:-

“‘ (k,x) et 1~ (k,x) vérifiant rospoctlvement
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s lim (eH)11 k{) (k,x)=1
x_,_)o M
b lim o TTKX :e (k.x)=I evee

p

(2E’ +1) I = 1x3x8x o= 12E + 1

¢ 3

Cherohons L? (k,x) et t ~ Ck,x) BOUS les formes suivantes

ot ¢ x
(M N (k)= "?o (k) 1 Ckxy) \0“*'3”"‘?’ dy

[
o

£ 4 e
(1150, f{(k,x)z g ek, Xx) -( J (%x,x,y) t ek,y)Vey)dy
o

1
e \]t(k,xﬁl?(ik)efgt(-k,yliégff(pi,y) @[(-kxij

¢

4
“O(k,x) ot £ ek,x) ropré.ontent 10. solutions do 1p!'éguan
G

tion différentiolle suivante %

d3
(113)A| _,,__1[_/ + K% = f(f‘*l) y (x) = o
2 ‘1——
dx x

Remarquons que (IISJA, ge déduit de (I3), en faisant V(x)=o

En posant x = y ’ (113)1, prend 1n forme suivanto

"1 a2 ® ¢ g(fu) -
a . ) ay + | - gly) = o (11%,),,

3'2 y
avec ¥ = kx
(i 3 Al Gst 1'équation bien connue de BZBSEL, admettant

|
pour solutionS |le8 fonctions :jf (kx) et hc(lcx) dites reBpootl-
vement fonotion sphérique de BESSEL et fonction de HANKEL de

preuwiére eapéce,
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Nous pouvons prendre comme solutions de (ll‘):‘-’)A, lea
fonotions
t L%z
L? (k,x) = =pFT >t (KX) et
o k
1+1 1
4?" (k,x) = L kz hy  (kx)
0
1

En vertu des propriété. des fonotlOns jg (kx) et- hy (kx)

00 dédutt que

?E( 1+1 g 43

1

I 1m kyX) Ez?____ + 0Cx )
X 30 (2V+1)11
Hm o ex) = kX [1 o(';l']
0
X~ O
v ¢
Nous remarquons alors que £ (k,x) et (k,x) définies par

UII)A' et (Hs)m r éalisant

¢
Hm 2€+1)ll L{’ k = 1 et
-Lxmn ( ,X> e

Xy 0

e;Ikx

Um f (k,x) —1

X »~4 00
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1°) Hontrons que la série de HEUMANN assoside A (k,x)

est uniformément convergente o

d)l”.

Earivons , (K,X) =zoug 1a forme

t s
\Q (k,x) =§ ‘L\n (%,%) avec
n

L4 4]

| ¢ : ¢
\_JE(k-,x): L()o(k,x) et \j (k.x) = J (kﬂcﬂ)\éj}f (ky)ay
n n-1

[«

Montrons gue 1 e
+1

oo (oo (H!:!x) Lty

expres.ion ou K est Une conatante poeitive st P(x) une fonstian

de x quUe noua preéciserons.

Raisonnons par rétocurence.

a La proposition eet vraie pour n:=}
A ocaua. de. 2 oonditions aux li__1t.. DQA’ On démontre en
analyse qqulll est posyible de trouver 2 constantes positives

Co et Cl dépendant seulement de |l'entier ? tel gque 1

+1

f’(k.x) \< L‘::’:l \\ JKx

ﬁA' ;;}’E.(k )& Cix lg) > <{C1 lk]x\ -i bx
(33 e~DX \L_________/ e

( Pl— { 1+E.<M x 1+1'k{x
e L) h (’ rt\- [ /
o: ':::au: éorc;:-e N 3 e Huﬁ“m £ Rtﬁ%u)

oL ] [ o
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Da la dénnition de J (k, x,y) 11 vient Que N

¢ 11
.J (k,x,y) <'\k L'f (k x)\l \re< kyI\ +\'{ (k,y)l \t (~ P,y)l

Des indga¥itép : 'di i1 stensuit que
[ |

g _ xm a ) £+ :'E..
\Je(k.x,y)\ 1/2} \k‘\}' CE+1 C‘l— b( yﬂ-‘mﬁ lin—{—b +

\‘tﬂ 1' N ﬂ L .
Q-"-"J,\k\y) TR |

X y
Puisque x /7- y on a 1+ 4kyx 2 1.,.1;;“, I} jJe peux écrél.'ra
N

¢ e, X b i \K*'l
\J {k,x.y)\éco 1 C, X by Q"]k] ‘/ 'i’;‘zl‘;‘";J
Considérons :

!\J‘?(k’x,y)k'\]‘\{(k,y)\ = iJ (k,x,y)I I .\‘Ci(k,y){
.De‘ ;!e deduis que B -P ] C+1

bx

(Kol it () T

\Y(k x) < ( lJ (x, x,y){ R|'/(1:,y){ \vcy\\ay <
Qm) f X T

) X ~f y
— _ x — d
K=Co et POO= {o ) 1+JK!y Y

-

Cela permet dl!derire

€+1
bx x
\-\{l(k,x)\g K e Q*"kf x/ P(x) C.Q.F.D.

Montrons gque sl |la proposition est vrale pour /i ;ello agt

vorizide pour n+l.

Soi t

' X x \e+1 (P x)j "
\\\{n(k'xn'g\ K eP (W/ ok
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p_\{ (x .x)l< ( Jc(k,x,yi( \1‘1‘\rn(k,;)l ]V(y)f1 dy

D'apreés ci-des.ua 1

M(k'vl\ L% (]+|li|y >£+1 eed

+1 £
ok C e e o™

dona

lt;_ (k,x)

e+1 & ol

1
= @Tﬂf mm, L

U ba <t tYstJ dj .

% (

ni

(H )f5 ol oy

e+1 (p(x>3 "

§ 1+ K\X ) (N+1) 1
Per cona'quent 1
Vol € (______ “r < Gl

1+lk§

n

= kebX

C«Q.F,.D,

n=a \ n:o

¢

bx x +1 P(x)
= K o X
Em) L

X R, -0 yIV(y)[dy f+1 E{
PCx) =| Ce ' C3 _I:F'_’—\ c, J oy 1y vyl dy <-cn

V écrire

s — —_—

2\%“‘ O\ 1+/kl>a+1 &
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y‘V(?)‘dy
aveoe S — KCO"'l
Conclusion - £
Lc série de leumann amssocide B {k,x) ent uuitorméa=

ment converganto. (fE
Dtaprds INn tbéorie des d¢quations intégralos {X,x)
détinie par (111) A' est solutian unique de cotto Zcguation

et &3t par suito aclution de 1l'éguetion diZfdventiollo

(13)A pour IB condition {
1im  (280+1) 1y (k,x) —1
X =B

Par un rriiElonnament anetot-uo on yawvifie que £ (k,x)
géfinie par (112)A' est aussi Boltltion de 1'dquation diffé=-

rentielle (13)A pour la condition

~ikx ¢
a

lis r (K,x) =1

X =2 1XI
2°) Consdguencag =

O) Théordme de Poincaré _

Consldérens l'équatian difforentlollo suivanie

21’/ _
:xz +£(x,ﬂ_) =0 @

ol B (x,]‘() dédpend d'un paramdtre TLat oat entidre sor.

reanpart 5 Ce paramétre,

Déolgnons nar LP(x, NJ) une eolLutton do 1'dguction
aiffdér-ent10lle @ réalisant une oond.tt don do rlLclLecn
indépendante de 'Len un polnt ordinzaire P {x=0), clest

& dire que 1 Ilim (x-c)z Ei{x, '}Z') exlate
X —3 C
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a

/
Alors 1a solutlon L{(x, r\ ) de 1léquetion @est une

fnnction aatidra den pour toute vei.eur- fixde co

Posons & (X, k) = -2 £:(£+1} - V()
2
X

on voit sugaltdt ocue le point P (x=o0) est un noint ardinaire,

fe nlus s
(2?, +1) 1) L“P {(k,x} =1 et vr-o liclaon
lim '{&_'_1
X —3 0 X

incdnandante do k o

Dlanrcs 10 théordme cle-dessus (f (k’x) eoe entigre
par rapport & 1la wvariable k -

b) En ¢cravcee t (w,x) soue 1z forme clunc gdrie

de Mleauvmann

8

r (k,x) = C/z Fn (k,x) Gvec

Foo(le,x) =t (i, x) et
0 0
® ¢
Fn(k,x) = 5 J7 (k,x,y) ¥Fn~1l (k.y) Viy) ay

on montre que

4
@ l (k,x) Q/\\Ae"'bx - 1+ El_x - aves
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e 7]
:C’e Xe[ c£+1 -E

A o C yl\’ (y!i1 ay

On con.tate Bans peine que chaque terme de la série (Fn)
eet BD.lytique par rapport & k dans le demi plan Imk=b> o.
Comme la série sonverge wniformément, t (k,x) ss8t anayY-

tique par rapport 4 & dens le demi- plan supérieur,

3°/ La fonotion intégrale.

g £ 0o ¢

L (=K,x)= £ (~K,x)= f J (=¥, x,7)V(y)t (-K,y)dy
/
X

est aussi Rolution ds C!3)A réaltient 1a condition sux limites

e olkx 7 ((k,x) =1
X oy OO

£
g e :

11 Relations entre 1e8 fonctions ' (k,x), t (k,x)et f‘(-k,x).

1) Propoaition 1,

¢

L. vronskien des 2 fonctions t (k,x) et t ‘(—k,x) vaut z2ik

{ ¢ <4 é £ ¢
S(F (KX)o (-k,x)  _ fi (k,x)Ff (-k,x)-f (k,X)tt (-k,x)

=2 2ik
(1110,

Démonstration.

Le vronskien de ces 2 fonotions ost indépondant de la
variable x 1 Il suffit dono de vérifier la proposition pour

une valeur quelconque de x .

Considérons le oas x —w@ t+ dons co coe on peut prendre

t (k,x) = ¢““" et f (-k,x) = e IKX
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on vérifio que

1¢ {
o \f‘ ko (k) fE kot (ko)) = 0w AETE
X —an

tokekx g% =k

2°) Proposition 2. Pour k réelle.

an a
) | e d T T
( X, xe Hk_w@-g—\rr (oM & (k) -€-1) s oul g !
l avec
. L
-1(‘) = (--1)ﬁ (is) W \jo(s,x) { tE(s,x)_]
(|||2)A| (
Démonstration - E

n'aprés le théoréeme de POINCARE ‘Q(k,x) est aussi une

fonction entiéregde k2, il Senswt que
LQ (k.x) = ‘P( ¥, xf(?
d L -
ano (Q’ ({)Q | (SA'
(k,x) = («k,x)J &—

Tenant compte dea égalités SA, et remplacant ¥ (k) ot

4

M (_k) par leurs valeours dans le seoond uembre de 1tdégalité

(I1145)4¢ , cn obtient sans peine 1

L [ . Q"(k ) vt N
T () 1 0ax) MR- 2 k0N () .
ot e : T
= -2-{-; Px,x) w [r (x, x) P! (- k,xﬁ= >1k X 21k
%o C.Q.F.D.

3-) Proposition 3.

L

Posons { (k,x) =

#2 (k,x) =

t (k,x) et

fe (k,x)

ol g



Alors

-

4y .t ,19, mrg .
(IIISJAI' Iv(k,x) £ (k,x)-f (k,x)f (k,x)=2k gx L1 (k,t-)} ;:Ilt

L T ¢ e— (“”e 1

(1110, [ £ (o0 TTRSO-F (koOf T (kyx)=44ad (tc,t)  dt

73

I . _

r?’(x,x) véritie I'équation différentielle (135 J dono

@- f.lt(k,,) + V() ;t(k x) + 1‘1(3% Fo(k,x) = k2 rg(k x) .
Décrivons 1'cquation i par rappcrt a8 k, il vient

2 4 [(_e + ) 1 2! e
@ -t (k,x)+V(x)I (k,x) + ; (k,x):2k1' (k,X)+k 2 (kJIx)
.t

g
Multiplions @ et {11} reapeeeLveeent pDr t (x,x) et t (k,x)
et additionnons membre a membre les équations aln8l obtoaucs 1

on trouve t f,

N2
fal(k,x) fﬂf’ (ktx) - fg(k.x) f” (k,z)= 2k Eg(k.x)-r}

pait o?, £ |
-ﬁ, Er (ktx) 27 (ktx) f‘e(k,x) r (k,x) =~ 2K [fefk.x):‘

2

t 5 oo B
Notons que 81 X —-%a, f (K,X) — eld% o bXx aveo > 0
dono pour b}o 1 IE (KyX) ~my 0
Do ltéquation ci-dessug je peux donc déduire gue
2

o4 .
f(k,x) f/g(k,X) - i't(k,x) ?'e(k,x)z 2k Lx Eg(k,tﬂ at

cecl démontre (III:‘)‘A

(i se démontre on consldérant los 2 éaquations asulvantes
A ¢ ¢
@ 17" (x,xy + V(X) f Ci,x) + ﬂ%‘ﬁ 4 (k x)‘—‘sz (k,x)
x

...___—_-..._ M“

'd/"/ fllt(k.X) + v(x) f (k x) + i f (k x) k fE (Xxy%)
- "\ {’\\' ¢

oit multiplie Cjﬂ at respeotlvement par £ (K,X) et £ (k,x)

Aprés soustraction meabre a membre de ces 2 nouvQlles égquations
ot rewplassuwent de x par a+ib, on obtient 1
/'B —E_M -le e ] o E 3
f7 (k,x) f(k,x) - F— (k,x) f (k,x) = 4diab f (k,t)
X

C.q.F.D,
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IV Propriété. de la fonotion ﬁ &) .

1°) Proposition 1.

iy

Si k est réelle, ¥ (K) = ¥ (-ki (IVydax

Démonlltratlon

on a 1

——————

¢ e
Yk, f (k,x) =f 8(-?,;:) (h)

Vi e $kin = Y (Ryx) (h1)

En effet .1 x egt réelle, ls ralation @ sl elle exdut.
est indépendante de x, il suffit donc de véritisr qu'elle est
yrale pour une valour quelconque de x.

Considérons le eas ou

X e OO
lim
(k,x) = lkx _ .—Iax o bX ; de m8me
X+ 30
lim p _
f  (-R,x)}= é‘iax X e-bx 1 d'ou la proposition @.
3 )
it &)
De m8me on vérifie que (k,x)= \ (x,x) lorsqulon zfait
tendre x vers zéro, ce Qui démountre ' @
4 ¥
Rappelons que ¥ (k) = €=1) (ik) W (k %) (k,x)
et que si k est réelle k = K.

En Be servant des égalités@d fh') et du fait que
('Q (k,x) = \Q(-'l,x), on obtient .ans peine 1'égalité

¥ (k) = (-k) lorsque k est réelle.

2°) Proposeition 2,

L
¥ (k) ne peut s'annuler que pour un nombre fini de vasleura

kn = 1%n aveo €n>o et (n;:;; 1,2, == pl.



I

Démongtravion .

P o
¥ (kn)=0 kn= ibn ?
7 y ya

Le _ronsklen des 2 fonctiona t (k,x) et “'f/(k,x) solutions

d. (132, est indépendant de x cec! permet d'écrire

{ ¢ g
(k) = (=1)  (H) xf_ffo {_j(k x) 3ot (%,x)

? < i
= (=1) (1x) Hm f (k,x) onYtlra que

230 (L1011

Cont ¢
Iim _ te(k,x) = -‘ig—'g-:-l—)—'—'- (-1-- M (k) [_1 + o (xf D
:r.'-.‘LO * ‘Kh

W&LE_Q_'

Cette hypothése ne modifie pas Le généralité .e la pro--

position; elle permet saulement uUn exposé plus simple

1im {
t "(kp, X) = 0 : posonu
Xy (kn ) p

)
1 (kn) = o0d:3y

Kn = ap+ib,

Considérons la relation (III4)Af et posons

£ . T
0 (k,x) = (k,x) £ (k,x) - _g (k, x) t (k)
+°'° § ria AT AN
.4l1ab £ (k.)\2 dt; dono _ ., G (hix)-"-“iiab) \f(ks.!‘-)\ dt |
X o i

on remarque gussitdt qglla si pour k = kn

14 ¢ 1ie @ X e
‘3 T (k,(x) = o = x.—-_:;.oG (KpeX)= o=41a,b, go ki’ (kn,t)' 2 dt

Par oonséquent

M((kn = a__.,adlla b /Ooif (ke I dt - o

¢
Heis I (kn.t) +O y dono

¥ (kn)=o:?,->an.-:oou ..jbn:o

?
¥ontroens quo ¥ (kn) = o ne peut asvoir liou quo ai a, = 0

En effet ¢t b,= o X, serait réel®xs p on ault quo dans OC o0as

;2 (knl = uf(-k,,)
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D!iapres 011 . Al on aurait r

N _— S
kg orm 5o x err | £ "" t ¢ !
nsX)= 77 X (- LE (ko ,x) M Ekn)—(—l) f-kg,%) M (kn_)_j
a O puilsqua M~ (X, )= M( (~k, ) ="
ﬁ ]
11m Cided PANNN i
Mala X3 o LF (kn,x)x —x{:i-—— 1 ceci suppose
f(t
L{(kn,x) # 0
¢

donc A “(x,)=0 n'a lieu que sl kp=ibp.

Le. valeurs complexel kn=1% n réalisant ME (e )=0
sont ern nombre fini.

Rappelons que (*? (k,x> oIt une gonction entidre de k et
quo fE(k,x) est analytique dans le demi plan '»> 0 on
o" oonclut quo

Mot @t v (e oot

L . 1 f  (k,x) o.t
an81lyt! que dans le demi plan Imk= 0 ; donc on particulier
*uUr l'axe réal positif des imaginaires puree

¢

De I'expression de ¥ - (k) on peut déauire que pour k|-
(k) =1 +0 (1)
S1 b~ + @ ,k!-——} . { par conséguent
¥ (1b) = 1+0(1) .Loesque b —2 + w3 ce'résultat signifie
que sur la partie positive de |'axe des imasginaires purs
I (k) ‘E“E o

Coe=-e M (k) eet analytiquo Bur cette partie de ilaxe, oOn

déduit qu'il ne peut siamnuler que pour un nombre fini de feis

wda
Bur cea xo C,Q.F.D.
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\' Relation.s entre L{? (i'\ ,x) et ¢ (15 n'x) Ta,gn ¢ eerrc

un zérg de ue'(h) .

1°) pPropoattior 1 .,

3 1e+| igt_t:l (&\& (1§n:x3

uf
(V1)A" TRSKCT RSN

e
Pour k complexe on montrerait que {(111,), p'éordt

(k}x) = Ei [, (k,x)N ( k)-Gl)Lt (—k,x)i ®

. n
L%(ig)n,x) = X (1) f (1§n,x) Ilt (-1

2%) Proposition 2

iy

9
(_? g ‘J _ m(if ) 1 e Lr (1§n,:x4)
(15p0%? X af+1)1y 2° IR

E+1

RASEY- w]

aveo

1-:1«C

(Volar

Diaprds (III )
um L 4

'3
o ' (13 %) :wu% ,x) - ¢ (1% P AN NS

=21§n S[{e (1<(';n,t)J2 at
[
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: | -
QL g _g_ L
axpression od t o X = |ak £ (k,x) .
L " kzi\;n

on obtient la relation (V,)A" en se servant d& 1tdguntion cl-

desBUs de |'égalité (VI|A' &% du résultant aulvent

"L .l
¢ ¢ Hm X *
= —————— f i y 1)
H (1gn) ~_§n x 0o  fabh-1)11 ¢ gn
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B') Fonction A_egx,¥) ot Potentlel V(X).

1) Introduction dtune fonction A'{)(x.}’).

on peut <cr-Lre rf (k,X) sous 1m forms

t{(k x) = M(kx}eikx aveo MCKkx) 'QCGL-HK )

o C est une constarte (voir connectlon between the S-matrix

and TenDor Force de Reger Nowton)

FOllona
hix,y,k) = [i’ [‘j(k,x) .. IO‘Qk,x)_J M (-1{y)

= h(x,y, atib) puisque k=at+ib

1°/ hix,y,a+ib}{ {;(-CO, +0) Bar rapport & IN variable rdells g,

Rappelonll que
4

1!F(k,x)-t°

&

(k,x)l Q (ng(k,x,y): ‘re(k,y)l iV(y) 1dy (voir page )

s
B (R-MQ( 1+ x y V& vy

( ( W(y) \ dy f I V (Y)\ dy

(voir page )

s
e—by ““<-;. e_bx
Pour x<&y
—x S
1+ {ky x 1+(k|y
on a : ‘8
»{?+1 - x {-1-1 ¥y -
| € ckx y)léic T -] TEgbe by
1+ |kl y 1+ | K|

(voir pago)



dtopres ci-dessu8

e €r1 Ly ( Y ) | ( ¥ )ngbx bx
X —— - )

! (k,x,y)lg"(‘a C v /T Ny 00 °

[+\KIx tik
Boit
b1 &7 Gt ——
1+x| X
de ndne
lrf(k,y)‘_ga x p:?f (‘I’:Zr;',' ;_) fo-bygée-bx 5)5:\16 éi\(k\x- Z
dono

; -4
\Je(knxr")l ‘f‘?(k,y)\ \s’ A C‘€+1 C""e -bx ( x 1 _|_-
1 1 0 + %X X lk‘

Par suite Y, 1 @
V4 ? ‘+1 . f _-bx 1
VR x)~t5 e, 0] Lac, ¢ S— |1+ X% lV(Y>|dy
o

AL
SI je pOSe SI = ‘ef’v(y) ] dy
algras
\ E(k x)-tf(k x)l & 5 °\ "‘] 6+ ;—-}:) -

dlautre part

lu(-ky)‘ (::;kl ) (1 * Yltkl)ﬁ
\ff{k,x)-fg(k,x)l ]u(-ky)\g 8,C (1"' x\k]) +1( ) %




En posant \ I— \/a +b il vient 1}
g[r (k,x)= te(k,x |u( ky)] da &
2(1“-1) 1 o {
2bx + 5 x[1+ m ©

l:ihh_— aﬂ“ +b xya~ +b

BEvaaQ 2
n = C (etest donc une ceanstante dépendant soulement

.
Ltintégrale du second msmbrs e#t convergente, la

proposition est donc veérifiée.

2'/ S1 \k\ — +oe¢ , b —>+vo
L'intégrale du second membre designée par (R) 8o oomporto
comme e 2bX  pour ]klassoz grand et tond vers Zzé€ro.
L'intégrale du premier maembro sera auaei nulle pour
-2bx

[k‘—wm, etest & dire qure .e tend vers zéro avec e

on peut donc dire 1

[rfcanb )‘)-t‘E(O'I'].b.,,)\ M(-a-1b y)\ gz 0 (072"

pour Ik\ Basez grand

(1) g

e e b At

3*/ Enoncé du théoreme'de TITCHHARSH €t oonséquenoe.

La relation ¢

1@
s J, mx,a) o 'Y  da=o
pour x> ¥

est uno condition nécessairo et suffisante pour Que




b(x,s) = Llim n(x, atlb) nveo h(x,n+1b) analytiquo
b,..?D
deml pi1an cOrrespondant & ®> 0 et
1% 2
_ nix,e+10)] d2 = o ")

1

dang

le
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D'aprdes précedemment n(x,y, atlh) rieslise leo conditions

du tudordme de Tichmarsh, 9i % est rdel aon atrn - =1 |

nous POUVONS conclure dque

7 +on
1 h(x,y,x) e~ix¥ dk=o pour x N ¥
E LY - A
solt . - .
+ 00 f 4 P i - iky
1 I 2Ck,x)~ £ (l:,x)j M{=ky) e dk = O
-é-ﬂ, - I -
o)D'
pour X> ¥
. iky 14 ,
Hai s M(-l<y) e = fo (=k,y) ¢ On peut donc écrivo

; (x,y) < i'ﬁ- _[(E,“"i)“fo (k,x) j fo(—k,y)d,k = o

pour X 4 (1)

3°o

4°) Proposition

L'linversion de (13)B' donne pour k rlsl
t 1 ® A
o (kyx)= 15 (KX)+/L At (x,y) r.o(l:,y) q‘/ Y

A x
Démonstration

¢n pout derire (14)DI de la fagon suivantse

L 4 © ¢ L *
(%) - 2 (x,x)s A (x,8) f (kg t)des A(::,t)i'o(knt)ﬂt
x o )

nuLeque A (X,t) =0 pour x= e,
Pertons coetto valeur deno le socond membro de (13)DI

gt montrons gque nous obhtenono At (X,¥)  soit

+00 /e
] ( { ¢ £
I{r,9) = '; . Jo A (X, 1) fotlc,t) dt) to (=,y) dk
+ o E | co Q e
= A dt 1 f (k,t) fS(-%,y) dk
/ (o) dtx o 1D TR

- A =
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Leg fonotiono propree ¢e l'éouction de Schrddinrer

@ A"{(r.G,‘?) + Eg-‘ - v(xﬂ%c r, 8,95 =0

sont de la forme

L< Y e, ¢

- N (1“, 9 1 ) = (r) R | (zp

“xlm LF ¢

Lorague Ver) egt névlireabls, la nartio redfeio <o 1tiqua-

tian @ oat

?
(2\ 1 a, 2 dRp (1‘)) 5 d ﬂ +1) ¢
\./ (2 dr (r - +Q¢ - — R, (r)

0 ¢
Rl't {r) = X_k_ﬂ.l @ devient:
r
£
2

d x(r) . Q{z _F(f+1) )Xf (e} = O
2 . o2 k

dr

En »nosaant

Cette dernidre dquation n'est autre aque l1'éruation

(113) At ¢ trcua ecnnee dana le cas k rdal 1 donc: E> 0.
Lea fonctions propres formont UN spectre condifiu,
Les tonetions ctt oudee\\.< viirivient les cond.ttiuﬂs
Klp

‘e nermelité ct d'orthogonnto du spectre continu,

){ti'"t' mt L< kK 1m C{Vd = gmm,g(k-ki') CSn?’
N

Mais z;. 7
5&(1::*5' 2 ‘{k{m o =/ of / }/:‘l"( & ’{7)\’;(6’;?’)
3} 0 o
K sin® a6 . Riax(r) ai’(r)rz dr
Coune

27 ”’m.
[. "‘f[ﬂ’ (0,27 o g sinsas= Gop (o,
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1os fonctions radiazlos dolvent Atre norcalizdes nrr Le

condition

/

@ . “’P P f
( r2 af"(r) Ri(r) dr =£(k-k') =(g>({§t (r)\/< k(r)dr

/o

¢
t, (k,t) est colution deo (Ils)A' cette fonetion rediale

sere normallisdo en nosant

i 4
VI <t = ef  (k,t) ol a eot 12 conptzaie de
I

normrlisation chorcheéee -

Pour & convenablo oOn aure r

o

——

¢

. - o
ef (k,t) afo(!:,y)J dk:S(t-’oy):M fo(lc,t):toc(k,y)dk
‘o

= al 2 15’ (k, t) ff’ (-k,y)dk ear pour k réel

f o (,y) = t (-k,y)(voir |v Ay
0 0

Diéterminons le ceefficlont g anproprié en utilisant 1o
nethodo donnde par Landau ot Lifohitz drne lOUr suvrere
do Méespnigue Quanticue,

pour L= o O (k) = o KX

aon voritie supaltdt,que dans le cas o ¢ lp fonction

radlgnle sormallodo ast obtenue en srenant

Xott) L_ eIkt
k T

ConaLdor-onn 1a torme assyaptotliquo de t F(!:,t),-{wu é% ’H*}iﬂ

{ -
ﬁo(k\f) Rz E‘it 0
Il rooaort de cotto constntation aua lo coefficiont de

~orraljsation chorché cot o = .



L 1 2
dt;n'u:><k (t) = =— fo (k,t)

{2(r
Jlous pouvons donc dcrire

gli f‘g})ﬂgf:(-k.y)ik :c((t-y)

Par consdquent
ey 5o e
1 ¢x,y)= A (x,t) (t=y) (JJ:: A ¢x,y)

w

cocl dénontre la proposition (14)3'



Il Etablissement de 2 égquations d4ifférentialleg,

Nous supposons Que les conditions de dérivation sous
le signe somme sont remplies.
péorivoas les 2 membros de I'équation (1, B deux fois

par rapport a la variable x 1 on obtient lorsque k sst réelle

i A o
fiIC(k,x) -:-z-"v-?“ z (k,x) - A'J?(x.,X) t('3 (k,x)

) 'Dx 9

—IE' (k. x ::)A (X:Y)] N [ DA (x,y)
x=y
. x

o0 ’ ’ax (k.}’) 'axz

dy

En posant r'ﬁk,x) =M (kx)elkx j on a Lea égalités

suivantes

{2, (k)= Ik foz(k.x) + e oo

1kx

u/g a
t (ko= _ 12 rgecx.x) + 21ke ¥¥H (kx) +o’ KM (kx)



- 32
Diaprés (Iglge 0, a t

L 2 @
£ (k,x) = 2, Cix) Jf A (xpy M Ckyde <Y dy
1 x

Intégrona 75;, deux fois par parties j on obtient en
tenant compte de ﬁB' 1tégalité suivante

k2 ¢ (k,x) = &2 fﬁ(k,x) + Ae(x,x) t‘;-(k,x)

wr { ¢ ) ?
f a bﬁ (x,¥y)
+ Ix Eo (k,!)-l-k fo (k,xﬂ A (x,y)dy-fo(h,x) —-S—-—-—] y=x

y

> 3
- 5 £ (k y) __£_££4Il dy

@ :'3 nt DA (x;%)

1
4 (k x)+tr" (k x)=x3 98 (k x)+ 1' (kyx)m 25—~ £ (k,x)
= -b x

+ 1' olk,y) B B A (x'ﬂ dy
x o7

+ S t" (k,y)+ k2 ¢ (k,;:J &L(x,y)dy
X

£ (k,x) dtant eolution de (I 34 5 on a

k2 rE(k x)+ t" (k, «E{(f”) 4 V(x)] £t (k,x)

P
B( S PN v(x):[ (kyx) + Lr olk,y) A tx.y_)d:r
t(f.n) £ (k,x )+§ _§_f+1 4 (k.y)Ae(x.y)dy+V(x)f£(“ ")‘1

+ Vix) fa (k,y> A (X,y) dy
x



e 25 e

De plus (k,X) #4tant solution de 1l'équation ((113),\1', 11
: L ¢ 4
vient qus f: (k,x} + 22 £, (k,x) = H_g]ﬁ;l_) T, (k,x)
Dlaprés ;‘BBr\ y on O ¢
N
ot bed+1y 2 © ¢ ¢
K>t (k,x)+f (k, x)—-QL—- to(k,x)+ ,g;ﬁié) 1,(k,y)A (x,y)dy
x* =% yd
4
!; 0o A 0 A7 (X:Y)
x & x° O Y2

En 'oomparantéil;“} ot@ je constate qu'il y saurs édgalitéd

Si je prenda

e i T ——

.EA ( N ‘5 5L _(X.¥D) _(_.-.w. V( 3.&@]& (x,y)

o —————r————— .

2
oy y®
et
|‘(,E— )
Vixy = o 24k Lx
dx- (Ill)Bl

\_-—_- e mip—p————— _‘—%
Montrons que (11145, est juctliftids ; ce qui revient au

¢ .
néae de dire que (IXy)y: @m\met une asolution A (X,y) qui

verifie 1 L 2dA o)

) t
11 Expression de A (x, v’

Déterainons : une soiution de (II)B1 vérifiant

lim A (x,y) —0
Xty—+

oherchons 134 sous 1e foraa v

4

y+x=g

¥ +f-r

A (s,u)du

@ = y+£-gx
A (X y)=7% ¥Y{a)dag + L V<al A (a,u)du
j (113084
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£ v P .
Montron. que & EX.Y ainsi définie est solution de (11,)g¢

Rn effet

o0
A (x,x) 25]; 5 V(s)ds
X

| 1
1
La dérivation sous le signe somme donpy
' 2
v(x) = _ 2dA (x"x)
dx

Pe plus ;I.cla,r?__p,coA (xX,y) =
Nontron. que la série de NEUMANN assoclée & A (x,y) ost unlfor-

pément oonverHente.

Eerivone A (X,y) sous la forme

g =
A (x,y) = 2_# AraCx,y) evoe
m=
1 (00
AoCxy) = Py )X‘|‘:f v(s)ds ct
2
x 4y Y +8-x
2
’ 1
rm(X,y)= 3 V (s)ds Agny (AU du
X y4K=8
y+u=x

(CO Ves)ds

2}5_5: ;
2

Ap_y(8yu)du

Montrons que n

|
i
\
i

An(x,y) é 5 Vepl d*[ }V(ﬁJ\du(
- ..._}:.

n!

T R - -
Verifions que la relation est vraie pour m = 1 y+s- X
- -

.l, %2- y¥a=X oD
Iil(x,y): 2 ! *r\’(széhs A (a,u) du + _1 v(s)ds Ao(s,u)du
; ) yix~5 < Xty g

!
2



Pulaque -
Ay(x y)l V(s) da § on a
o ,4, f +

1 +9--X 1 /o0
(:t,y) V(s) as au |- i\’(t)fdt
Ytx=s 2 /sty

t o
S
t

00 y+s-x 0o
1 -
+ 2 ‘v(m S ‘v (t)( dt = 15+15
8+u
2

G\Z/ -’-‘-%I- et u?f-%'l:}l‘%ﬁ?/lgx

daono
(o] ] o
v(t)[ t< v(t) dt
Y

atu X+y
2

En majorant

w
(oo |V<t)\ dt parv ‘|V<t)\ dt, ON constate que
L%u Eét}‘.

IlQ%g \V(t)(dt S 2 slv(s)(ds et que

Xty
> x

2< ; 1\’(U[dt ‘V(s)t par oonséquent
[x+y x+

{*1 (x,y)\é~ (m e dt C. \vcb)i ds

2 ) x+y x
2
La proposition est doho vraie pour z — i Il est aiad deo
constater par reccurence que
jurg
1
{a.,rx.w[ : (v<t)! I{mo\v<o| “':‘
2

Xy
2
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Il résulte que gm )
) ‘42 l*"'""‘”\é 'gl'i V(B dt eé‘“’"""'
2

> gs (x, %)

AL

e v

Le intégrates (rn I'V(t>\dt et § e\v(s}! d8 étant convere

xty /x
2

gente on déduit que la eér-Le de NEUMANN ccneddérée est unifor-
mément convetgents,

Par conséquent Aﬁcx,y) détinie par (112}81 est solution
unique de 1l'égquation différentielle (11}8' pour la condition

envigagée et vérifie

vex) = - 2 dﬁrz;,x) {1
G )

i —_

LY

. !
11 Expression d4s :o(k,x) a |'aide de fE(k',x)

Congidérons l'équation (IG)B*

X — L )(m € g
t (k,x) =1, (k,x) +)x A (xy) t (ky}dy D'

[+ ¢}

Dlaprées {A-E(I.Y)Js%’ r f\’(t.){dt e')x ‘!V(a>(da

gBl est une équation de VOLTERH“I

X+VY
) ] T y
A {x,y) east donc bornée et ccrrttnce ; il ateneute que@a admet

e
une solution t, (c.x) définie par
= o)
') ? f ¢ ¢

t, (k) =2 (kx) + A (x,y) f(ky) Oy 111,

T D'

. N .
expres8ion ou A (X,y) déasigne le noyau inverse de A'F(x.y)
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Ct) Relstion entre la fonction de Dirao et 1z coluiion

{k,x) définio par (11,) A

2
1 Opér'.teur L = 2._ + V(X) + _EL(_%_*_Q - E ct fnnctioncr
2 L
dx x
2 ff.){ ,
Reopejone que k“ = £, que | (k,x) ot £ (-K,Y) vérizient
2 £
'.1..2 +V (x) E—(-ﬁ-'%—)- - kzj (]C (k,x} =0
dx X

2 2 1 —
r‘g_ +V (y) g.g.g%-l - I :] f (=k,vy} =0
2
L_dy y
{
Les 2 fonc¢tions LF et f sont doux solutinng Yindeirement

indépecndantes de notre équntion radizle
2 2
Gd_ +V<t>+&?—1—’ -k)u (r) = ¢ =

2
dr
Bn vertu d'un résultat étahli en analyse, on déduit que la

fonction d&tinle %, une constante prds par
"f(!:.x) t (=%x,y) sSi y>x ¢t nar
(ot e <X
| (k,y) t (-kty) sl Y

est une tonction de Groen asgociéo & llovdrateur

EZ +V(!) + ‘LL(_"‘;J

2
dr r

tiectona que W (-K) OOt une c¢onstante par ranpert A x ot N\ y,
Houa pouvon. donc nrendre conme fonction de Green ~gsociée
la fonction G (E,x,¥) détinie pear !

! ' 4
G"CE,x,y) - ?(k,lx) f (-k,y) ol y>x
(~k)}

M
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ot

R e
Plx,ry £ 1-k,x)
x b

£ .
g (B,x,y) =

ou

0 éarg k &W » €'0Et 3 dire Imk = b} 0.

'f(f”' r),*a . - /£" alivn do ""F‘J‘
r/’gi r})» a&c &}Mt /ﬁ,c}‘w aﬁgxe&n /P gu

-'_,"_!; )r’v(m} AUl _-E> Gf[‘f’,"‘*?): 5[7'?)
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11 Introduction dlune fonction auxiliaire

1°) Hypothéses.

Considérons que fonction\< de la variable réelle x x>o
Faisons sur \‘< les hypothéses suivantes t

foisg continQment différentiable.

@ \) (xjee pour x & ]o,f[ aseez petit et positif

@7('((3:):0 pour x A 3 A suffisamment grand

, 2 _
Designons alors par @ la fonction suivante 1

L .
8 (x) = _L{u (x) +El(x) + g’.i%ii’.] L<(x)
% 20) ExpresEioft de (x) 3 1'side Stuns intégrels dovih's,
J:)__En"_g hj—

PORons 1 (E,x) = fO G (E.x,y) (y) dy

D'aprds (I)C' on a

9 ) (a2 ¢ N

@ (y) G (E,x,y)= ——-2 + \}(y) &(&% G (E.x,¥v) (V)

S(x-y)%(y) + E G (Exy)({ (y) 3 d'ou

£
G (E,x,y) (y)= E' e?'(y) GQ(E,x,y) 1 5(x y) (¥Y)

Par puite T

Y 'y "t |
G (E,x,y) \ (y)ay= - —j (x=y) \ (y)dy + —j G (E,x,¥) (y)dy(

Lv]

¢ /
= = —{<(x) Y f G (E,x,y)L‘ Cy)dy i
E E o W
K A,

= o

l/f

D'apres B/Al et gﬁl nous avons t
N 1+1

3 x
(-?ck,x) \é s.bX -l.+_’k|_x_)
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3
| (k' X1\ < = 450 (_ﬂ]i[’_‘_ .
I 1+Jk\x) i«
De plus on peut majorer ng par m Ik\ ! étant

-kl

une constante appropriée dépendant seulement de E

De plus on a pour

X=>vy .—x —y . et pour

1+l1k\X I+\k\Y

K ‘:te(n' <1+\1é\y

De I'ensemble de ceB inégalités on déduit gue

\GQ (E.x.ri\ ( =k POY)

1+ {k| x @:)

1 ‘——L;.__—-n-l—‘_'_"_-.—-.-_'__,.,_._‘-—.——m--‘““"
K dtant une constanto posit"ve

Intégrons les 2 membres 4, le long d'un cercle de

rayon R= ‘El E considérée comme varlablo complekxa o

de < ¢ (< / dE
FEI =R ) G (E,x,y) (y)dy = - ('X(x) =

B} =R

(  gE. (m 2 L
£ G (E.x,y) 8 (yidy
JfE\ =k )@
Notons que - (x) ( % = 2L,ﬂ' R\(xj
i
o

L

¢ ” ¢
G (E,x,y) 9!’ (y)dy| 45 \G (E, X, y)\ \B (y)\ dy
o

[+]

Par construction etcy) eat continue sur B:, Al 3 il est donc

possible de la majorer par un nombre M ; soit

\eE i\
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Dlaprés les hypothdses fatter ,

ee Y) = o pour y ¢': [E ,A] i en se sorvant de

I'inégalité cr) O t r-ouve

o
50 Kil #k‘x Yy é\ c :TI‘\_" avec
c = lﬁ [abA = ] s donc en posant E = ReIa on obtient
b
f élES [mut (B,x )99,( )d ({m Cx ae=27lc 2=
lE' R o ¥ YN/, THRY= 1+ (k| x
= 27cC X

I+xv_i?

oo
T ¢ Y
y résulte el R———-}co E o G (E,x,y) \(y)dr
\e\ =R

‘De C Té. tat on géduilt gus —
_— by b t\

dE t L{
11 _ -1 limg G (E'xly) (y)dy
o) (x) =
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»m t
Il Singularitée de la fonction I (E,x):Jo G (E,x,y) \ (y)dy
. ~a? Lelerd
SQit H _— V() e
d d» x”
De I'équation It on s
NN S -
(R- ElI G (E,x,y) |\ (¥) (X.y) (yl 1 .oit
2 l{
G (E.xyl (yl = H - BI- S(x—y)‘ )
Par suite
@ . oo
G (E,x,y)(\J(}')dy = (H_E)-I 5 (x-y)({ (yody
[+] o
@
\ .
=<H_E)-I { &:s;y){(y)dy = (H - ) 1% (x)
o
be plus

blu+y) X
& ke 1+ k|

[
G (E'x|}’)

A caugse de 1lthypothése V(X) tend vers zéro Quand x tend vers
I"'infini on vérifie sans peine Que

Ly
¢ (E,x,y) é ILZ(O, @ 3 de euer-& gommable

en X et en y.

Le noyau G (E,x,y) dtant de carré sommable il engendre un
opér ateur c= R_B-1
On sait que 1'oapérateur résolvant (R _ E)-1 admet pour

singularités les valeur. propreR de H.
Rappelons Que H admet un spoctre continu Qui est |'axe

réeel positif et pour spectre disceret cortQines valeurs

2
négatives qui ecnt ici ree ¢ncrg-fee En = =~ %n (n:::l, 2, eeep).
Ce. énargles correspondent aux valeurs k, = 1§n qui

8nnulent He' (-k)
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AV Relation entra f(k,x) et la fonctions

Des conDidérations précédonteca, il resulte quo

L (==
I (Bix) :fo o (B;x,¥y) (y)dy oot bolLoecepbe dans

tout le plan complexe E excep.¢ gur |l'axe réel ponitif et

2
aux pSles simpleo de valeuz E, = -4 R
Intégrons | (E,x) le, lonC d'UD cheain termé C formé
d'un oerole de rayen R = IL\ ot d'une courbe )/ oon.tituée

des seogments joignant dans l'ordre 2es points

R. 4 & - f. 3 -€ +1tf ot RrR+1E

J

}n‘n& ‘1"]

Le théorems des résiduz permot d'écrira

ﬁ3£ R o
dE ¢ (E.,x,y) %(y)dy + I 4z f }
Qa o

FGQ (E4+1L, iX,Y) -
E = R § -

O (B-1f& ,x,yg ("sj(b'l‘d)'

o0
(i
= 2T g Ren ﬁ) f (E,x,y) (yldy soit
o

B=Bn

“ ¢ ( - “ e
dE { G (B,x%,y) \)(y)dy-.-: 2177 > Res 5 ¢ (E.x)y) (\j(y)dy
B -r R °

i E=En
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J/ e
(E+1'E. X,y) - 0 CE-if 1% y) (y)day

neus faloona tandra R vara I'INnflnl ; 11 viont d'aprés@

o®
| (x) = 2Trj0 GL(E-M{._,):,:;) = G (E~1f .K.Yj‘{(y)d)'
© < O
U - L . ) -
&as ) G (E ey) \(Y)dY=)o O (xay) X (y)dy
EBE=
o
pu. eque L<(x) = ( S(x-y) (~< (y)dy
0

Remplagons 0 (E,x,)") par Ba valeur et utilisons les

relations (Illz)A! P (V)

on »btient pour

E——o

* oo { 2¢L+1) e
f g(x—y) L< (y)dy= 21T O(?(k', ) — dk Ic?(k,' y)%y)dy
o o

wliry ub (k)
:SC,

p o
+Z Cﬁ (-Q?(ign.x) (ign.}’)%(v?d’!

n=1
avec
. .
ct. 4 uin Ew tuf;‘n,x)J
uf obay1n L2 x4
D'aprés

v,),, ®© P |
2°A CE :% B (1%n'x)/l 2 dx

En oomparant les deux membres de l'ég‘alité@on trouve que
e



5 @ p 3 1{2(5+12|
2 : . .t
(x.ry) = fr ( {k,x) (‘r (l\,Y) die .
\ ° Ck ' 1 Cou? (-0 \
° v 4
"'2:_1 CE ('?(:lgmx) Ce (:l.%n,y)
" IIIC!
A

e e e T

Dt> Porme de |I'Eguation Intégrale.

1-) Transioreztion de I'Equationg;ll;;z lorsque k est

réelle et XxX= t.

Rappelone que nous prenons cozmme hypothesee

k réelle & E > o entier positif

Put.que E > o ¢+ 11 n'y R pas d'états liés et par oODseéquent

pas de 8pectre discret par suite le8 constantes C, dispa-
raieeent de l'éguetion Ill~ qui se réduit A
X Y 2(C+1)

2 K
S(t-x): - g LE (k,t) (k,x) dk
D! T Jo ({) wt ) &b o

Dan. le oas ’£> o , la fonotloh de phase B est dézinie par

L

E{(k)

¥ (=k)

S (k) =

La relation(1112) A' permet d'écrire

oo
t ik (ban)
,2 5}; t{)(k,t) c?%,x) dic. =
n

u®on® Ko
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D o )
| "M (-k £ £ —
d z:-'r'r f [1".(k,'t.1u!e (k,x) % - (-1 f (k,Of (-k,x)’}
e ‘-

N (k)

£
£ £ M (k) ¢ 31 I3 ‘
+ 3*;-1 € (-k, Ot (-k,x) ¢ -t1) t (-k.t)t (k,x) an

M (~k)

Boit

' 2
1 = aJI-T [ t{(k,t>[ fe(k,X) SL (k) - (-1 :E{ (—Ic,x}] dic

+ - r f (k.t) | fE(k ) 8 (k) (-1) f k,XI 01
. ,» X - - - :
2Tt )O ( >l

O. qui stéerit Boua la forme auivante g

g,

e e e e e it

S
1 f L

\
< {
‘1 = j £ (k,t) t‘a(k,x) Batk) - (-1)£ f&(-k,xﬂ Gx=, (t=x)
3 -00

Diaprés tlll) on a ¢
B

£ ~
t (x,%n) = fo(k X) % A (X,y) fe(k,y)dy et
X

t
ft(_k,X)= £Y¢~k,x) _ (00".'1a (X, Y)F (=k,7)dy

L)
Remplacons t (k,x) et t (-k,x) dans pnl ,par cen nouvelles
valeurs. II' vient wua.

(e 4 ¢ e ¢
S(t.,.x)_zn/ mf (k,t) £, C(kyx)8 (k)-(~1) z, (-Iz,xg X

@® ¢
- (T xwdy x = f
J" -

o <=

el e, 38 ormter rg(—k,y-)}ff(k t)ak )

o
|

S(t—y) d'aprésg @i
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_ral. du second zexbr. Yaut

.

A

%

C -~
(x,y)0 (tey)dy = - A

Ae (s,t)

S (tyx)

pouvoas alore éorire

(x,t)
_-_—; AAj(x.t)zo et
car x F

x>

a t

EY
ay

+on

A

24
fO(k,x}S{ (h’.)-(--l)g ti(-k,xﬂ

pour X> XD'

£
f (k,t)

dk = o

L
En reaplagant t (k,t) par ee valeur donnée

' donne

aufl

N

&

w(=1)

+@ 0
T (k,t)2 (k,x) -

o
+ao

a\c
+ ( A (t,y)ay j
t -

+m e
[ ° Polkyt) 2 (uk,x)dk-(~1)

Ik)dk

o0

24%) Relation entre t

Qa(k,x) ot fE(-k,x.)

Rappelon. quo

(k:) (lﬂ ku) Ut (kx)
+

h,'(kx)’-:-i (_nkx)"’ (~-1) I 1 (kx) + 1r
2

£ ¢
t_Ck,y) £ (k,x) 8 (k)dk

-t e + 00
/":\ (t,y)dy/
t -0

14 4

tolk,y)2o(~k,x)dk

}. (kx)
2




. 48 -
Iy (© étant la fonotion ordinaire d. BBSSEL défini. par

Vo2 (F)'b
“’<t):(3) = rovD) Py

Par .uite ¥ 20
(-g) 5 b (+)

2 n=o f(0+1 <V +n+1)

Jy (-t) =

= (-1)” Jp (O

De oette égalité 3o dédui. que 1

Ly
J‘.'+ _l (-kx) = ("'1) \/_-l ‘]t"’ .1.' (kx) !et
i { o
(501
J wkx ) = —— J 1 (kx)
_"'E" %2 V-1 -¢-
on a % 1

£ P'-t-l 1 ! 1 2 e
fo(knx)=1 ‘hg(kx)=1 (.;TT kx )T [(-1) ie-% (k!)+13{+; (kﬂ

dono

X ) i e j
— 1 L1}

2 (=kx)=1" (3T kx)2 V~11¢-1) ‘?.?...-i- (k") + 1J4_+_;_ (=%x)

D'apr%u'ﬂne 11 vient que t

1 ‘ ' r) j
f&(-k,x)ﬂ_a(é.ﬂ'kx)’-v..l —':,.'—.1: -{E % (kx)+ 1 V-l X (=1) Jt+ 1 (kx)
- - 2
b‘

L

L L
= 1"(}-“1:::) NI, 3 (kx) ~ 1 (=1) J 1 (kx)
1 -t b 5

] Y
e (=1) j_‘t (%.ﬂkx)z (—1)& gc- % (kx) - 4 J!_'_ %. (kx)

1
= <-1)C 2 (-}’Tkx)" E-n{‘ J () +1 3 1 (kxﬂ
-l '

1
. 2
{f +1 /1 2
S R L R T
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¢ L2 (2 :
= 1) € (ko0 _2(-1) 1 T 7 |1 kx z Jp, 1 (k) 1§ eoit
2

e e

to (=k,:) = (-1) to(k,x) + L (kx) aveo

1
P (kx) = 2 (—IJeiE“é.ﬂkx)z IR WCS!

5°) E:ieblissement de l1'Equation Intégraie .

¢ .
iempl-:gona to(-k,x) définie par@igp dans 1léquation 3

oD obtient

e ) L t %%
o = J{' L,(k,t)t,(k,x) [é (k)-i} dk ~ (~1) fo(k,t)L(kx)dk

-m “'CI.'J
o —4 L [+
+[ Ae (t,y? :E(k.w)f (k,x)[ &(k)- dlc—(-l)/ fe(k,y)t(kx)dgdy
t e
pour.x‘;y t
Posons
] +oo£ g g (T2
P {t,x): t4(k, t)fo(k,x)(‘ (k)= %)dk (-1) fo(k,t)L(kx)dk
=00
OD peut éderire |" wuatlOD auivante f
t mi L
Po(t,x) + M At (t,y) ¥ (y,x) dy =0

pour x>> t

D1
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4°) Ca. partioulier &E 0o -

Montrons que Iyt véritie 1'équation de MARCHENKO pour

= o , Nous avons
ikx

1 .+ —_—
fo(k,x) = Ih; (kx) avee ho (kX) = _iho (hx) —= |e

o
dono 2 _(kyx) = ~ 12 olkx _ glkx

Pour e =0

L(kx) =- 214 (%Tka) JI (kX)

r
1 1
Y [ ] ik [
J,1(kx)= Q’Tix )2 Bau kx = (ﬁ%?)r ° x 2;. ikx

B [r

Mai§

3
L (kx)=—(.ikx - .Ikx)
peut encore .'écrire
_ . 3 2
ST b (t,x) &+ 5-:1"_;_— (?O dt,y) F (y,x) dy = o

pour x> t

Pour { =0 &Lﬂ-—{fl.-%%bf_l_

) m 1 +m 3
Lop ()= Aa LK (t+X) Q;(k)_gjﬁ_,, -_-;_( JELICEE S I
aTr 2 /.00 "/ a6
+to
1 L] [ ]
- a:.r / e k(t x)yjpl{_P (t+x) +s_(t+x) - s-ﬁ—x)
-
de méme
a‘%’ P (y,X) = P (y+X) + O(y+x) - Ol(y-x)

o 0 o
[t A" (t,y) p” (y,x)é:f[t H(t.y) p (x+y) dy

@ o
+ / A" (t.r)S(yﬂt)d? - ﬁ A" ($,y) 5-(3-1) dy
t
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0
:[.A' (t,y) F (x+y)ay + A° Ct, -x) _ Iy <t,x)
t

Pour =1t 3 on -« x#t 1 dtou
6(1;-!) =0 S(td-x) =0 oar x+t* o
A® <t.-x) = o aar -x<t

x>
-:-';'ﬁ F* (Q x) zjﬁl A° <t,v). »® (u.,x) dy

—R(y+x) ., }(t, A’ (t,y) P (x+y) dy = A (t,x) =p

Kou. retl'OUVOD8 ainsi I'équation de HARCHENK{® lorsque e‘

0
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E' COMMBNTAIRBS

10) MARCHENKC s €tabli une équation intégrale non homogdne e
L'équation généraliséde que | lal obtenu .at une équstion

intégrale homogéne,

1
2¢)'F (t,x> eat blen détinte lor.que la fonotion de pheee

L

ST(x) eet eeeeue,

i ] _
84 dono 8 (¥) eat donaeée. ;e présente comme

une dquation f{ntégraie OU l'inOONnue .at AL (t,x>

3°) A prior{ je ne peux pas conclure que (E;E)adﬁ#t une
aolution. Aa (t,x) 3 mai. ceci ne t.it pas l'objet cle
men exposé QUi * aon.laté a établir une équation
intdgrale génbfralisde de NARCHENKC €t A faire une axtention

de an méthode.

< :
4%) gt admet une 801utlon A~ Ctx> 3 le potentiol Vez)

AUTsa pour valeur

dnt(x,x)

V(x):-z—-__-_;

dx
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