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THESE de 3¢ Cycle
Mathematique

COMPLEXITE DE SUITES AUTOMATIQUES

par Théodore TAPSOBA

RESUME

Soit @ un -alphabet d'un nombre fini de lertres 1,2,...,q. Une suite finie m :=
m;m,...m, de k lettres dans @ est appelée moe (fini) sur A de longueur |m|:=k.
L'ensemble a* de ces mots est regardé comme le monoide libre engendré sur @& . Un mot infini
U =gl Usu,... SUT @ est une suite u: N — @ ; l'ensemble des mots infinis est noté @™ .
L'ensemble M.(@) := 3™ a* est muni de la distance ultramétrique habituelle qui fait de M.(Q)
un espace compact (avec @* sous-ensemble dense). Soit S le shift sur @ qui consiste 3 effacer
la premiere lettre. Pour un mot infini u donné, la fermeture K, de I'ensemble {Sku;ke N }est
invariante par S. Le couple (S, K ) est appelé systéme symbolique associé 2 u . Un mot fini m :=
m m,...m, estdit facteur d'un mot u (fini ou pas) s'il existe r tel que

| MMy My = Ul ol

L'ensemble des facteurs de u de longueur k est noté Fy(u). La suite k — card{Fy (u)) donne une
bonne indication sur 1a complexité du langage de u ainsi que, dans une large mesure, du systéme

dynamique qui lui est associé.

Une substitution f sur @ est une application f:@ -~ a@* que l'on prolonge de
maniére naturelle en une application continue de PL(Q) , encore notée f et définie par
flugu uy..) 2= fughf(u Hf(u,)...
La substitution est dite uniforme de module p si p=|f(a)| pourtout ae @ .Les mots infinis
engendrés par itérations d'une substitution sur @ ¢st une méthode simple pour construire des
suites intéressantes pour leurs régularités. Par exemple, sur les lettres 1, 2 , la substitution s

donnée par




(i)

s(1):= 121 , s(2):=212,
conduit au mot périodique x := 12121212... (et au mot périodique x’ obtenu en échangeant les
lettres) . Par contre la substitution ¢ donnée par

o(l):=12 , ©(2):=21,
conduit au mot infini

o= 2112122112

et au mot ' obtenu par échange des lettres qui ne sont pas périodiques. Le mot |1 est point fixe

de @, en ce sens que

= O(k) O(11,) G(1Ly) O(H3) Oy)...

les 2% premiers termes de {1 étant donnés par le k-i2me itéré o¥(2) de 2 par ¢ .Le mot infini
i correspond 2 la célébre suite de Morse (1921) qui a fait l'objet de nombreux travaux et suscité
des investigations plus générales (suites de Morse généralisées de M. Keane (1968), systemes
symboliques associés (J. Martin (1970, 1973) et plus systématiquement M. Queffelec (Thése,
1984)). Un mot infini u point fixe d'une substitution uniforme est encore dit autornatique . On sait

en effet d'aprés A. Cobham (1972) qu'un tel mot est reconnu par un automate fini .

Soit u un mot infini, point fixe d'une substitution uniforme f sur I'alphabet @ . Dans
ce travail, nous étudions la suite des entiers p(u,n) := card(F(u)) .On a évidemment p(u,n) <
(Card())". A. Cobham a montré en 1972 qu’ il existe une constante C ( = C{u)) telle que p(u,n)
< C.n et N. Bleuzen-Guernalec (1986) a précisé la constante C en la majorant par p(Card(u))2 .
Notre objectif principal est de démontrer 'existence d'un automate donnant 1a suite n — p(u,n+1)
- p(u,n) A partir de 1'écriture de n en base o, cecidans le cas oll u est une suite minimale (i.e.
le systeme (S, K ) est minimal) et f injective sur @.

Apres l'introeduction nous rappelons dans la partie II quelques propri€tés des mols infinis v




minimaux obtenus par substitutions f . Nous donnons un crittre effectif de minimalité, On se libare

(ii)

ici de la conditon restrictive lim oo | fX(a) | = +ee pour tout a € @ , habituellement faite. Lorsque
u est minimal, la fonction p{v,.) est indépendante de v € K et cette propriété caractérise la

minimalité de u .

La Partie [T est consacrée a la démonstration du théoréme suivant :

Théoréme .- Soit u point fixe de la substitution uniforme f de module p. On suppose f

injective et 1 minimale mais pas périodique. Alors il existe une constante 1., ne dépendant que

de p telle que pourtout facteur M de u il existe A ,Bet C, facteursde u, tels que:
M=Bf(A)C, Bl<p,ICl<p

le riplet  (A,B,C) étant unique.

La démonstration se fait tout d'abord pour un alphabet 2 deux lettres. C'est le cas essentiel que
nous obtenons aprés une évaluation explicite du nombre maximum de facteurs successifs d'un
méme mot de deux lettres apparaissant dans u . On trouve un résultat analogue dans J. Martin
(1970) et notamment pour les substitutions non nécessairement uniformes (1973), mais la
démonstration dans ce cas général n'est pas cormrecte et nous donnons un contre-exemple. Notre
méthode donne un meilleur résultat en fournissant explicitement la longueur du mot a lire pour avoir
l'unicité.

La partie IV traite du calcul automatique des p(n) :=p(u,n) . On montre que la suite q(n) =
p(n+1) - p(n) ne prend qu'un nombre fini de valeurs . Nous p€cisons ce résultat sous la forme

sulvante :

Théoréme.- [l existe un p-automate tel que q(n) soit la sortie de I'automate lorsqu’il lit Uentier

n écriten base p.




La suite de Morse et la suite de Rudin-Shapiro sont examinées en particulier dans la partie

(iv)

suivante . Rappelons que la suite de Rudin-Shapiro , qui compte modulo 2 le nombre de "11"
dans I'écriture des entiers en base 2, est aussi I'image par un morphisme littéral d'un point fixe dé
la substitution suivante T sur un alphabet 2 4 Jettres :

(=12 , 2)=13 , 1(3)=42 , 14)=43 .
Nous terminons en montrant que le caractére minirnal de la suite est une condition suffisante mais
non nécessaire. Un cxemplé simple est fourni par la substitution f sur trois lettres 1, 2,3 donnée

par :

f(1) =121, f(2)=232, f(3)=323




COMPLEXITE DE SUITES AUTOMATIQUES

I.-INTRODUCTION

[- 1. MOTS INFINIS.

Une suite finie m := (mym,, ..,m ) dans un ensemble fini @ de symboles (ou
lettres) sera vue le plus souvent comme un mot (fini) mgm,...m_ surl'alphaber Q et par
extension, une suite u :IN — @ sera vue comme un mot infini u := Ugll UyU4... Une méthode
simple pour construire de tels mots est de procéder par itérations d'une substiturion . Chaque lettre
d'un mot m est remplacée par un mot et ainsi de suite. On obtient ainsi des mots irfinis dont les
régularités ont retenues en premier lieu {'attention [1,8,16]. Par exemple, sur les symboles 1,2,
la substitution s donnée par

s(l):=121 |, s():=212,
conduit au mot périodique x := 12121212... (et au mot périodique x' obtenu en échangeant des
symboles 1,2 entre eux) par itération de s puisque s¥(1) est formé de la répétition successive
g, - fois du mot 12 suivi de 1. Un calcul simple montre dailleurs que 2 ¢, + 1= 3t do
g, = 3%14+3%24 43+ 1. Parconte la substitution ¢ donnée par

a(l):=12 , o(2):=21,
conduit au mot infini

pr= 2112122112...
{et au mot y' obtenu par échange les lettres). Le mot p est point fixe de ©, en ce sens que
p = alg) o)) o(l,) o) o(iy)...

les 2X premiers termes de . étant donnés par le k-ieme it€ré o*(2) de 2 par ¢ .Le mot infini
i n'est pas périodique; it correspond & la célebre suite de Morse [11] qui a fait I'objet de nombreux

travaux et suscité des investigations plus générales, notamment dans [2,3,7,8,13,14,15]). Une des




propriétés les plus étonnantes du langage de |, découverte par Morse et Hedlund en 1938 {6] est
qu'aucun mot H po ... By ludans p n'est de la forme (a; a,... a }a, a,..a)a,. La
réciproque de cette propriété , A savoir les mots qui n'ont pas de sous-mors de la forme (a a,...

a,)(a, a,... a,)a, sont lus dans p, a été établie par Gottschalk et Hedlund [4].

Lorsqu'un mot infini u est point fixe d'une substitution uniforme sur un ensemble fini
de symboles on le dit encore automarique . On saii en effet [3] qu'un tel mot est reconnu par un
automate fini . Par exemple pour la suite de Morse, l'automate déterminé par les deux états i, s, le

graphe orienté suivant

et 1a fonction de sortie ©: {i,s} = {1, 2} donnée par t(i) = 2, T{s) = | reconnait la suite de
Morse. Précisons la signification de ceci. Les arcs indexés par les chiffres O et 1 comrespondent A
des instructions I, et I, : linstruction I, est I'identité€ sur I'ensemble des €tats et 1, représente
I'échange entre les deux états. Si maintenant l'entiers n est représenté en base deux par la

suite de ses chiffres ee, ., (n= chk +..+ 2e,+¢e5 ), alors

W, = ’[(I ‘ ek(—IF (%e an..)y.

Sous cette forme on reconnait une autre définition classique de [, en introduisant la somme des
chiffres en base deux. Classiquement, avec les notations précédentes, la suite de Morse est

caractérisée par :

=2 & e+ g +.+e € 2N .




L-2. NOTATIONS ET DEFINITIONS.

Espaces de mots .- Dans toute 1a suite @ désigne un ensemble fini de q symboles appelés
lettres. L'ensemble @ est appelé alphabet et nous fixons @ := {1,2,...q9}. Soit a* le monoide
libre engendré par @ . Un €lément m de @* est donc un produit fini m = m,..m, d'éléments
de @ et que l'on regarde alors comme un mot sur l'alphabet Q. Le nombre k de lettres pour
écrire m est appelé longueur de m etsenote | m|. L'élément neutre de @* est le mot vide, on
le note A . Par définition, | A | =0 et on pose *

ak:= {mea*; m|=k}.

L'ensemble des mots infinis sur @ (= alN )est noté A%, Soit a une lettre de @ . On note
simplement a* pour l'ensemble {a}* des mots finis formés de la seule lettre a . Le mot infini
formé par la lettre a est noté a®) ou simplement a~ . Plus généralement, la lettre a peut étre
remplacée par un mot m et définir ainsi I'ensemble m* et ie mot infini m™ . Ce mot est dit
périodique, de période m . D'autre part, nous définissons par récurrence les mots m() en posant

m® = A et m® = mcDm pour k € IN*

Soit maintenant l'ensemble M(@) =a*ua® . Unmotfini m := mg...m, ; dans

a* estdit préfixe dun mot u:= ugu;.u, .. de M ), si m; = u, pourtout i=0,
1,...k-1. Si u est fini avec u:= ugu,..u,, et [u|2|m]|, alors le mot m est dit suffixe de u
$i m; = u; pour tout i =2-k, 2-k-1,....,2-1 . D'une maniére générale, pour tout mot m de a*,on
note s(m) (resp. p(m)) un suffixe (resp. un préfixe) de m . Plus précisément, s, (m) (resp. p(m))
désigne le suffixe (resp. le préfixe) de m de longueur k (£ |m|). Un préfixe et un suffixe de m
sont dits stricts s'ils sont distincts de m .On note m@* ( resp. @*m ) I'ensemble des mots finis de
préfixe m (resp. de suffixe m ). Plus généralement, si A et B sont des parties de @* on note
AB l'ensemble des mots off telsque e A et Be B.

Introduisons une topologie sur M.@). Soient u, v des mots distincts dans M (@) et




posons
®(u,v) == Max {{m|; me a* et m préfixe communde u et v}.
L'application
d: M)y xM@)-M@)
définie par d{u,v) :=2" ouY) gi uxv et d(u,v) :=0 si u=v estunedistance sur M(a).
L'espace métrique ainsi obtenu est compact ; @ est un sous-espace compact et @* est un sous-

espace discret dense de M(a) .

Substitution .- On apelle substitution une application f: @ — @* . Cette application se prolonge
de maniére naturelle en morphisme @* — A* de monoide puis en une application de I'espace
M(a) sur lui-méme, encore notée f, et définie sur & par
flugu,...uy...) = fufQu,).. flu)...

On obtient ainsi une application continue puisque pour tout u,v de M(A) on a de maniére
évidente :
(D d(f(u).f(v)) < d(u,v)
Notons que tout morphisme de moné't'dc f:a* - a* estdéternuné par sa restriction sur @,
restriction que l'on appelle aussi substitution f sur @ . Selon la terminologie de Cobham [3],
une substitution (ou le morphisme qu'elle définit) est dite uniforme de module p si p=|f(a)|
pour toutes les lettres de 'alphabet. Un morphisme uniforme de module 1 est appelé morphisme
liéral . Une substitution { sur @ estdite:

- croissante | 1 pour toutes les lettresa de @ ona |f(a)| 2 2;

- non effagante , si pour toutes les lettresa de @ ona f(a)=A.

Supposons qu'il existe une lettre a telle que f(a) = aA ol A est un mot non vide et
soit P, l'ensemble des mots finis ou infinis de préfixe a. Il est clairque f(P,) c P, etque P,
est compact. Le morphisme f est en fait une contraction sur P, , la formule (1) donnant ici :

(2) Vou,v eP,; df(u)f(v)) <2 “1Aldqu,v) .




En particulier, f posséde un point fixe ¢ dans P, donné par la limite :

c = I;im fX(a) = %im aAf(AYZ(A)...f5(A).

Facteurs .- Soit u un mot dans M(@).Un mot m:= mym, .. m, dans @* est dit
factewr de u:= U, W,... s’ existe unrang k tel que m;=u, ; pour tout 1 = 0,1,..5.
(en particulier,ona |mj+k < [u[). S1 m estfacteur de u, onnote simplement miu.La
relation (. |.) est une relation d'ordre sur A* . L'ensemble des facteurs de u est noté F(u) et
l'ensemble des mots de longueur n qui sont facteurs de u est noté F (u). On pose maintenant
p(u,n) := Card(F (u)) .

Si aucune confusion n'est possible l'entier p(u,n) sera noté simplement p(n). D'autre part nous
désignons par Fnﬂ‘}(u) l'ensemble des facteurs de u de longueur n  qui sont prolongeables a
droite de k maniéres différentes, c'est-a-dire :

F®u):={me a*, Imj=n et Card{aca; malu}=k}.
sil n'y a pas d'ambiguité, les ensembles F (u) et F ®(u) seront notés respectivement F_ et

Fn(k). Nous avons par définition :

Fiu) = U F®u),
k=1

l'union €tant disjointe,

Remarques :

1) Soit m un facteur de u . Si m est prolongeable 2 droite de k manieres différentes, alors tout
suffixe s de m est prolongeable a droite de k manieres différentes au moins, ces k maniéres se
faisant avec les mémes lettres que pour m.

2) 11 découle de la remarque 1) que si aucun facteur de u de longueur donnée n n'est pas
prolongeable de k manieres différentes, alors aucun facteur de u de longueur supérieure 3 n ne

peut étre prolongeable de k maniére au plus.

3) Si u est point fixe d'une substitution f, alors toute image par f d'un facteur de u est aussiun




facteur de u. La réciproque est fausse en général si on ne fait pas d'hypoth2ses sur f .

L- 3. RESULTATS,
Soit u un mot infini, point fixe d'une substitution uniforme f sur I'alphabet @ . Dans

ce travail, nous €tudions la suite des entiers p(u,n) := card(Fy(u)) .On a évidemment

p(u,n) < (Card(@))®.
A. Cobham a montré (1972 [3]) qu' il existe une constante C ( = C(u)) telle que

p(u,n) € Cn
et N. Bleuzen-Guernalec (1986 [2]) a précisé€ la constante C en la majorant par p(Card(CL))z‘
Notre objectif principal est de démontrer l'existence d'un automate donnant la suite

n = p{u,n+1) - p{u,n)

a partir de l'écriture de n en base p, ceci dans le cas ou u est un mot infini minimal (ie. le

systeme dynamique (S, K ) associ€d u est minimal, cf. IL.- 1).

Dans 1a partie I nous donnons quglqucs propriétés des mots infinis u minimaux obtenus par
substitutions f. Nous donnons un critere effectif de minimalité. On peut se libérer de la condition
restrictive lim | f¥(a) | = +o0 pour tout a € @ , habituellement faite {10,13]. Lorsque u est
minimal, la fonction p(v,.) est indépendante de v € K et cette propriété caractérise la minimalité
de u.

La Partie III est consacrée i la démonstration du théoréme suivant :

Théoréme .- Soit u point fixe de la substitution uniforme f de module (. On suppose f
injective et w minimale mais pas périodique. Alors il existe une constante Ly, telle que pour
tour facteur M de u , lafactorisation M= Bf(A)C avec [Bl<p,|Cl<p et A factewr de

u, estunique

La démonstration se fait tout d'abord pour un alphabet 3 deux lettres. C'est le cas essentiel que




nous obtenons apreés une €valuation explicite du nombre maximum d'itérations successives des
mots de deux lettres. On trouve un résultat analogue dans J. Martin (1970) [9] et notamment pour
les substitutions non nécessairement uniformes (1973)[10], mais la démonstration dans ce cas
général n'est pas correcte et nous donnerons un contre-exemple. Notre méthode, qui ne s'applique
qu'aux subtitutions uniformes, conduit 3 un meilleur résultat en fournissant explicitement la
longueur du mot a lire pour avoir l'unicité,

La partie IV traite du calcul automatique des p(n} := p(u,n) . la suite q(n) := p(n+1) - p(n) ne

prend qu'un nombre fini de valeurs et nous pécisons ce r€sultat sous 1a forme suivante :
Théoréme.- La suite n — q(n) est reconnaissable par une p - automate.

La suite de Morse et la suite de Rudin-Shapiro sont examinées en détail dans la partie suivante.
Rappelons que la suite de Rudin-Shapiro , qui compte modulo 2 le nombre de "11" dans 1'écriture
des entiers en base 2, est aussil'image par un morphisme littéral d'un point fixe de la substitution
suivante T surun alphabeta 4 lettres :

1y=12 , 12)=13 , 1(3)=42 , T4)=43 .
Nous terminerons en montrant que le caract2re minimal de la suite est une condition suffisante mais

non nécessaire.




IL- MINIMALITE

IL- 1. SYSTEME SYMBOLIQUE D'UN MOT INFINL

Soit §: @™ — @A™ l'application shift qui consiste A effacer la premiere lettre :
S(agaa,...) = a,a,a,... ;

S est une application continue sur G, partic compacte de M(a) . Le couple (S, a™) est appelé
shift symbolique (plein} sur @ . Un systéme symbolique , sur 'ensemble des symboles a , est
un sous-shift de (S, @), défini par une partie compacte K de @™ stable par S. On le note
(§,K). Un tel systeme est dit minimal si les seules parties fermées F de K stables par S sont
I'ensemble vide @ et K.

Soit u dans @™ etnotons K l'orbite fermée de u sous l'action de S c'est-2-dire
l'adhérence dans @ de l'ensemble {S¥(u); ke N }.Ona S(K) c K, . Le mot infini u est

© ainsi associé au systeme symbolique K := (S, K)).
I.-2. MOTS MINIMAUX.

Critéres de minimalité.
Définition . - Un mot infini u sur 'alphabet @ est dit minimal si le systéme symbolique associé
K, est minimal.

La caractérisation suivante est classique {4] :

Théoréme A .- Le mor 1 est minimal si et seulement si pour tout facteur m de u , il existe un
entier b { =t(m)) el que :

(1 ¥YkeN, m| Uty o

'uk+l? :




La condition (1) du théoréme A exprime que tout mot du langage de u apparaitdans u avec
des lacunes bornées (par ¢ ). Lorsque u est point fixe d'une substitution f il est intéressant de

donner un critere de minimalité en fonction de f (cf. [13]).

Théoréme B.- Soit  u point fixe de la substitution f sur l'alphabet @ . On suppose ue 1™,
| (1) | 2 2 er que tourtes les lettres de @ soient dans . Alors les propriétés suivanies sont’
équivalentes :

(L) u est minimal et Lim,._ | fX(a) | = +oo pour toutes les lettres a de Q.

(il) 3L (<card@)),Vaeca, || fi(a)

(Lil) Vaea , I ka)e N* , 1| @) .

Démonstration.- L'implication (1) = (Lii) résulte directement du Théoréme A. Supposons (iii)
etsoit Li=Max{ k(a); ae a}. Puisque f(1) e 1a*,ona | |f(a) pour tout s = k(a). Reste
donc 2 montrer que L. € card(@) pour obtenir (L1). Définissons les ensembles

a.={ae a; k(a)<ss}.
Il est clair que si pour une lettre a, oﬁ a k(a) = s, alors 1] existe des lettres distinctes b ,b,,....b
telles que k(b)=s-1i et b, | fita). Onadonc dans cecas s < card(@) < card(@) et en
particulier L < cord{@) ot Q) = @

Supposons (i) et soit m un facteurde u . Alors il existe ¢ tel que m | £(1) etcomme
f(f-(u)) =u,ona f(1)] f**Lu ) pour tout indice n.Le mot m apparait donc dans u avec
des lacunes bornées par (Max{! f(2)|;ae @)+t - | m|. Par ailleurs | f¥+L(a)| 2| k(1) |
pour toute lettre a et tout entier k 2 0. Les hypotheses faites sur f et u impliquent donc

Limg._ | (1) | = +eo

Lorsque @ = {1,2} , on a un critére de minimalité trés simple :
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Théorémé C.- Soir u un mor infini poin:t fixe d'une substitution f sur @ ={1,2} tel que 1
soit préfixede u et u # 1°°.
(1) Supposons f croissante, alors :
u minimal < f(2)e 2*.
(A1) Supposons | f(1)22 et f(2)=2, alors:

u minimal < f()e la*].

Démonstration.

(L): Sile mot u est minimal, n'étant pas formé que de 1, il admet les facteurs f¥(2) . Donc si
f(2) € 2%, le mot 2 apparait dans u avec des lacunes arbitrairement grandes, contrairement au
théoréme A . Réciproquement si f(2) ¢ 2*, alors 1| f(2) et la mimimalité résulte du théoreme B.

(L1): Si 2 est suffixe de f(1) alors on peut écrire f(1) = 1A12(®) avec b= 1 et plus
généralement  f¥(1) = 1A, 12D, Cette forme s'obtient par récurrence puisque f¥*!(1) =

b b b
(1A120)f(A (1A 120))2%b),

.. . WCAINE g o .,
Ainsi les mots 2°, s 20, sont tous facteurs de u quin est-.rd%nc-pa minimale. Supposons
3 4

maintenant que 1 soit suffixe de f(1). Posons r:=|f(1l) Ig;g_'
:'!ETJ i ——
f(1) ets'll n'est pas facteur d'un mot m, il n'est pas facleu‘i‘f""du m

=]
\Cp‘,

apparait dans u avec des lacunes bornées par r-1 . Parsuite §{(J) :

des lacunes bornées et donc u est minimale.




.- COMPLEXITE DULANGAGE

HL 1.- LE THEOREME D'UNICITE.

Dans la suite f désigne une substitution telle que f(1) e 1a* et |f(1)|22. Alors f
admet un seul point fixe dans 18~ noté u . Sauf mention explicite du contraire, on supposera f
uniforme de module p etle motinfini u minimal avec toutes les lettres de @ apparaissant dans
u .
Soit m un facteur de u. Il peut se factoriser sous la forme
(1) m = Bf(A)C
avec les conditions :

{2) B suffixe strict d'un mot f(b ), C préfixe strict d'un mot f(c) et bAc facteur de u.

Définition.- Un facteur m de u est dit mor rythmé sur l'alphabet @ s'il n'existe qu'un seul

mplet (A,B,C) vérifiant (1) et (2).

On se propose de démontrer que tout facteur de u assez long est un mot rythmé. Ce résultat
est énoncé dans [9] dans le cas de deux lettres. Nous donnerons ici une démonstration utilisant
une méthode différente avec une information précise sur la longueur mimimale du mot m pour que
celui-ci soit rythmé. Le résultat est ensuite étendu au cas d'un alphabet a plus de deux lettres.

On trouve aussi chez Martin [10) I'énoncé du méme théoréme dans le cas des suites de
longueurs non constantes sur un alphabet 3 deux letres. Cette généralisation est fausse comme le

montre la proposition suivante :

PROPOSITION 1 .- Supposons { une substitution non uniforme sur Q = {12}, f(2) préfixe
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de f(1) et u point fixe minimal non périodique de f. Alors il existe une infinité de facteurs

m de u tels que :

m2 | u er f(m2) n'est pas rythmé.

Démonstration.- En effet on a f(m2) = f(m)f(2) = f(m)p(f(1)). Il suffit dorgc de démontrer
Fexistence d'une infinité de mots m tels que m2 et ml soient des facteurs c?c u. Soit w un
préfixe de u . Par minimalité de u , il existe k tel que w soit aussi préfixe de S¥u (= uu, ;...
Comme u n'est pas périodique, ona u #S* et il existe donc un mot w' tel que ww'l et

ww'2 soient préfixes pour u ou Sfu.Le mot m = ww'2 satisfait aux conditions de la

proposition,

[ suffit donc pour obtenir un contre-exemple de choisir f vérifiant les hypotheses de la
proposition 1 avec des conditions assurant la minimalité de u (par exemple, f croissante, f(1) €
la*et 1]1(2)).0n peut cependant espérer que sous certaines conditions peu restrictives sur f (et

u), les facteurs de longueurs assez grandes soient rythmés.

THEOREME 1.- Soit { une substitution uniforme de module p 2 2 injective sur l'alphabet
a={12,...,q}. On suppose ue 1A+ et u minimale mais pas périodique. Alors il existe L,
= Ly(py) (= p( P+ p2 + p + 1) pour un alphabet & deux lettres) tel que tout facteur m de u

de longueur plus gande que L, soit un mot rythmé.
Avant de démontrer ce théorgme, il est intéressant de remarquer la propriété générale sutvante :
PROPOSITION 2 .- Soit u un mot infini point fixe d'une substitution uniforme { de module p

( u n'est pas ici supposé minimal } . Supposons f injective sur @ . S'il existe un facteur R de

u rythmé et de longueur 2 p alors tout facteur de v dont R est un facteur , est aussi un
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mot rythmé,

Démonstration. Soit m un facteurde u dont R est facteur. La factorisation de u par bloc de p
lettres , i.e. u = f{ug)f(u,)f(u,)f(us)... donne une factorisation de R Iu dans m. Celle-ci étant
unique, ¢lle détermine alors un préfixe B d'un motde (@), de longueur |B| < p ettelquesi R
=u Uy Uy 50, alors k +| B estun multiple de p . La positionde u . HBIdans R, et
par suite dans m , fournit une factorisation de m induite par celle de u , mais celle-ci ne dépend
pas de la lecture de m dans u . Soit
m = 7(m, ) (m,)... (m,)o

cette factorisation unique ou les mots m, sontdans f(@) etles mots m, T ontdes longueurs
strictement inféricures & p . Le caractére injectif de f donne la factorisation rythmée de m.

¢

Notons que si f est injective et u mot infini laissé fixe par f, alors la relation f(u) = u
détermine une factorisation de u en facteur de longueur p. Appelons cette factorisation canonique.
Dire qu'un facteur de u est rythmé sur @ signifie que la factorisation canonique de u induit sur

m une seule factorisation, quel que soit les diverses positions de m dans u .
Hlustrons la proposition 2 et le théoréme | par un exemple :

Le mot de Morse. Soit ¢ la substitution sur {1, 2} définie par o(1) =12 et 6(2)=21. g est
injective. Le mot de Morse envisagé dans l'introduction, est le point fixe ) de o de préfixe 2
(cf. 1.1). On observe facilement que les seuls mots rythmés dans p de longueur 3 sont 221,
122, 112, 211, les autres ne sont pas rythmés (121, 212) ou ne sont pas des facteurs (222, 111).
Soit m un mot de longueur 4. Supposons qu'il n'admette pas de facteurs rythmes de longueur 3.

Alors 121 ou 212 sont les seuls facteurs possibles de longueur 3 de sorte que m=1212 ou m
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= 2121. On vérifie directement que ces deux mots sont des facteurs de . Supposons m = 1212
= 1f(2)2 . Etant facteur de { le mot 21f(2)21 = f(222) est aussi facteurde L et ne provient que
de 'image par f de 222 . Par suite le mot 222 est lui aussi un facteur de L, cc¢ qui est faux.
Ainsi 1212 est rythmé de méme que 2121. Les autres facteurs de 1 de longueur 4 contiennent

nécessairement 'un des quatre mots rythmés de longeur 3 . Finalement on a montré :

PROPOSITION 3 .- Dans le mor de Morse tout facteur de longueur supérieure ou égale & 4 est

rythmé et la valeur & est optimale.

Remarque : La constante L, du théoréme 1 vaut 32 dans l¢ cas de la suite de Morse. Mais la
démonstration donne en fait un procédé calculatoire simple qui dans la pratique foumit une

constante plus faible (cf. Théoreme 2).

IIL2.- COMMUTATION.

Soient m et u des mots dans a* . Ondit que u estun commutant de m s'il est 2 la fois
préfixe et suffixe de m. 1l existe donc v et v' dans A* telque m = uv = v'u. Les deux lemmes

suivants décrivent la stucture des mots ayant des commutants identiques.
LEMME 1.-Soient m,u,v des mots de l'alphabet Q tels que. m = uv = vu , et soit
d:=(|ul,|v|) le pgeddeslongueursde u et v .Alors m=p® oa p estle préfixe de

m de longueur d et r=|{ml/d.

Démonstration. - Commengons par démontrer que pour k=[{m|[/|v|] ona m = p(v)vﬂ‘) =

vp(v)va"') ou p(v) estle préfixe de v de longueur | m |-k} v|. Cette décomposition est
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évidente si |u | <|v]| caralors u=p(v) et k=1.Supposons [u|>{v|.De uv=vu ondéduit
=vu', d'oll vu'v = vvu' et par suite u'v = vu'. Par récurrence, on se raméne donc au cas ol
u=v®y" avec |u"|<|v]| et u'v=vu"desorte que u’ =p(v) et m alaforme requise.

Le lemme est évident si ju|=|v|,ousil'undes mots u,v estune lettre. Supposons le
lemme vrai pour les mots m tels que | m| < K. Soit maintenant un mot m = uv = vu de
longueur K . On peut supposer [u|>|v] et par le raisonnement précedent, on peut écrire m =
pvIVE) = vp(vivKD) Alors le mot m' = p(v)v (= vp(v)) estde longeur |m'| <K et de plus
(lul,{vly=(lv!l,{p(v)])=d dou par hypothése de récurrence, m' = ") avec r'=|m'|/d
et m préfixede v. Il existe donc s et t entiers tels que p(v) = né¥ et v = @ Par suite

m = (sd + ktd).

LEMME 2.- Soient m,m',u,v et v'desmotsdans QF tels que
m=uv=vu , m=uv=vu e [m|=|m]|.

Alors m=m',v=v' et me p* ou p estlepréfixede m delongueur (juj,|vi).

Démonstration .- Le lemme est évidentsi |ul|2|v|(=]v'|)cardanscecas v et v' sonttous
les deux préfixes de u et de méme longueur . Ils sont donc €gaux, et le lemme 1 s’applique.
Supposons |Ju| <€ [v]|.Posons v= viu et v'= viu . Alors uvju = viuu et uviu =
viuu dolt uv, = viju et uv' = v;u .On seramene donc au cas précedent avec | vy | =
| v]—|ul. Par récurrence on obtient pour k=[|v]|/|u]|]}:

vavau® et v=viu®,

avec uvy=Vv,u et uv, =vu Mais [u|2]|v|,dos v, =v,etlelemme2 résulte

maintenant direciement du lemme 1.
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[I1.3.- MAJORATION DES FACTEURS PUISSANCES.

Mots périodiques.- Soit u point fixe d'une subtitution f de module p sur un alphabet @ et
supposons que toute les lettres de @ apparaissent dans u . Il est clair que st u est purement
périodique , de mot période de longueur pY alors tous les mots f ¥(a) , a € @&, sont identiques.
Réciproquement, s'il existe v tel que tous les mots f¥(a), a € @, soient identiques, alors f Y(1)

est un mot période de u de tongueur pY .

St aucune puissance de p n'est période de u la propnété précédente est alors mise en défaut.
Par exemple Ja substitution suivante ;
f(1) = 121 , f(2)=212
qui a pour point fixe (12)°, vérifie fk(l) # fk(Z) pour tout entier k . Cette propriété est
évidemment conservée dans le cas ol u n'est pas périodique sur un alphabet a deux lettres; elle

traduit le caractere injectif de . En d'autres termes :

LEMME 3. - Soir  f une substitution uniforme sur @ ={1,2} depointfixe u dans 10*,

non périodique. Alors fk(l) # fk(2) pour tout entier X et pour tous mots m , m' dans Q*

onda

f(m) = f(m) = m=m" .

Définition.- Pour tout mot fini ou infini u et pour tout mot fini m non vide sur 'alphabet @ , on
pose
L,(m) = Sup {k; m®ju}.

Majoration de L. (m) .- Nous étudions seulement L (m) lorsque m est une lettre ou un mot de

deux letires distinctes.




17

LEMME 4 .- Soit u un mot minimal non périodique, point fixe d'une substitution uniforme f de
module psur @ (={1,2}). Alors L (1) et L (2) (resp. L,(12) et L (21)) sont majorés

par p2+p(respApar p3+p2+p).

Démonstration .- Nous supposons u dans 1@* et comune u est minimalona f(1)e 1* et

f(2) ¢ 2* (Théoreme C). Nous distinguons deux cas, suivant que f(2) est ou n'est pas dans 1%,

Premier cas . Supposons f(2) € 1* , alors pourtout i€A ona L (i) < 2p (< p2 +p) En
effet, dans le cas contraire, il existe une lettre j telle que L (G) 2 2p et j*P) est un facteur de u.
Le morphisme f étant de module p l'un des mots f(1), f(2) est facteur de j®# . Comme f(1) ¢
1* mais f(1)e 1a* et f(2) ¢ 2*, onobtient f(2) = 1P contrairement 3 I'hypothese.
Montrons maintenant que pour toutmot ij€ @? telque i#j ona L (ij) < 2p*+ p (<
p} + p?+ p ). Supposons que pour un choix de ij on ait LGy 2 2p%+ p . Le mot (ij)zpz’r P
est alors facteur de u et se décompose sous la forme s(f(a))f(bl)...f(bzp)p(f(c)) , avec by e a
pourk € {1,...,2p} et a,b dans ﬁ,u{x\}. Si p est pair, alors (b)) = (ij)F"'2 ou f(b)=
(ji)P”? pour tout k et par le lemme 3 on a by=by=...=by, ce quiestcontraire d L (b) < 2p
pour toute lettre b de @ . Si p est impair, nous avons maintenant soit f(b,, ) = ()P 1%
et flby) = (P2, soit f(by, ) = (P2 et fby) = (P2, pour 1 <k<p.
Dans tous les cas, on a f(1) = (12)P172(1) et £(2) = 21)@D2(2) . Mais alors u est périodique,

ce qui est exclu,

Deuxiéme cas : Supposons f(2) € 1* . Comme f(1) e la*, lalettre 2 n'apparait que dans f(1)

etparsuite L (2) <p.

Montrons que L (1) < p?+ p . Dans le cas contraire, 10+ P) estun facteur de u et sa

décomposition sous la forme s(f(a))f(bl)...f(bp)p(f(c)) donne f(b)e 1* pour k=1,..,p

Parsuite b = ... = bp = 2 ce qui contredit l'inégalit€é L (2)<p.
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Examinons maintenant le cas de ij € @2, i # j et supposons L (ij) 2 p*+ p>+p. Alors,
comme précédemment, il existe un facteur m de u de longueur p?+p tel que f(m) e (i))* ou
f(m) € (j1)* . Par hypothese, lalettre 1 est préfixede f(1) et de f(2), d'ou f(m) € (12)*.
Alors p estpair, f(I)= (1) ¢t m= 1 20 ce qui contredit la majoration déja obtenue

pour L (1).
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L.- 4. DEMONSTRATION DU THEOREME 1 POUR DEUX LETTRES.

Soit f une substitution uniforme de module p = 2 sur l'alphabet @ ={ 1,2} et
soit u un point fixe minimal non périodique de f.

Soit m un facteur de u telque | m| 2L, et supposons m non rythmé. Il existe alors deux
factorisations distinctes Bf(A)C et B'f(AYC' de m vérifiant les conditions données par (2).
On peut supposer | C | #| C' | . En effet, dans le cas contraire, ona C = C' puis nécessairement
|B[=IB'],donc B=B"D'ou f(A) = f(A") etparlelemme 3, A =A'. On peutdonc choisir
|Ci<|C'} etposer

C=XC,|Xsl=r, OQcr<p-1
Posons maintenant
A=a..a , Ali=a..a;
on a
Bf(a,). f(a;) = B'f(@). fapX, , k-1<e<k,
B et B' étant suffixes de f(b) et f(b') respectivement , X, préfixe de f(a'y) , de telle sorte que
les mots ba,...a; et ba)...a'\a}; soientdes facteurs de u.Posons a,, ,=b et &', =b".
Ecrivons
fa) = XX, avec [X;[= p-retf@):=X,X, avec [X,]= 1.
On obtient ainsi
Bf(a,)...f(a)) = B'f(a))..f(a",)X,,
et de proche en proche, pour i=1,...,k on peutécrire :
3 fa) =U v, , f@)=ViU, ,f(a, ) =U;,, V5,
avec (U |=|U|=r1 et [V,[=|V,|=p-r.

Par choixde L, , ona k 2 p?+pl+p.Lemot A n'estdonc pas facteur d'un mot dans

l'ensemble 1*U2*(12)*, D'autre part, écrivons A = WW’ avec | W | = [k/2] . Comme on a

p22, lesmots W et W' sont de longueur plus grande que p% + p et par le Lemme 4 il

contennent les lettre 1 et 2. Sile mot 21 n'est pas facteur de W , alors W est facteur d'un
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mot de I'ensemble 1*2* et par suite le mot 21 est facteur de W'. De méme si le mot 12 n'est
pas facteur de W, il est certainement facteur de W'. D'autre part si les mots 11 et 22 ne sont pas
facteurs de A, alors celui-ci est facteur d' un mot dans (12)*, ce qui est contraire au LLemme 4 .
En définitive, on a deux cas possibles :
{12,21, 11} c f,(A) ou {12,21,22} c fy(A).

Posons f(1) :=UV et f(2):=UV'avec |U|=|U"|= r.Dapres (3),l'ensemble E = {VU,
V'U,VU} ou l'ensemble E' = {VU', V'U, V'U'} est contenu dans {UVY, U'V'}. L'hypothese
f(1) € 1@* qui distingue la lettre | de la lettre 2 n'étant pas utilisé par la suite, on peut se
contenter d'étudier le cas ot E c {UV, U'V'}. §S1 E se réduit 3 un seul élément, alors V =V’
U =U'etpar suite f(1)=f(2).Le mot u est alors périodique, contradiction. Ainsi E n'est formé
que de deux élements. Si U = U, alors E = {VU, VU}cequidonne UV =VU et UV'= VU
ou bien UV = V'U et UV' = VU, Le Lemme 1 dans le premier cas et le Lemme 2 dans le second
donne la contradiction f(1) = f(2). S1 V = V', le méme raisonnement donne la méme
contradiction,

Nous pouvons donc maintenant supposer U = U' et V= V', Alors I'ensemble E est formé de

trois éléments distints, ce qui est impossible.

) 0O L oy
La démonstration précédente montre que s1 A est un faotcg‘r\ds u contcnarqi_ les mots 12, 21,
AN Ky,
fap T
et I'un des mots 11 ou 22, alors le facteur f(A}est rythmé. Résum%:sr;

THEQOREME 2 .- Soit  une substitution uniforme de module p sur {1,2} er admetant un
point fixe minimal u non périodique et soit L, le plus petitentier ¢ tel que tout facteur de u
de longueur > ¢ contienne les mots 12,21 et l'undes mots 11 ou 22 . Alors les facteurs

de u delongueuwr = p(L,+ 1) sontrythmés.

Remarques : 1) Sion ne fait pas I'hypothese que u est minimale, l'existence de L, implique la
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minimalité d'aprés le Théoréme B .
2) Dans le cas de la suite de Morse, un calcul direct donne L, = 5. En effet, 1212 et 2121 sont
des facteurs du mot de Morse et les mots 12121 et 21212 n'en sont pas. Dans ce cas la constante

p(L, + 1) (= 12) est bien meilleure que L, (= 32).

IL-5. DEMONSTRATION DU THEOREME 1 DANS LE CAS GENERAL.

Indication sur la démonstration .

Soit f substitution uniforme de module p =2 surl alphabet @ = {1,2, ...,q},avec q 2
3 et supposons f injective et qu'elle admette un point fixe u minimal non périodique. Nous allons
montrer qu'il existe une constante H = H(p,q) telle que s'il existe un facteur m de v non rythmé
et de longueur plus grande que H, alors 1l existe un entier d diviseur de p et une substitution F
uniforme de module p surunalphabet p telque p ¢ ad, card(p) £ q-1 et Fluy=u en
regardant u comme un mot infin1 sur l'alphabet P . De plus le mot m peut se lire comme un
¢lément de p* et on montre qu'il n‘eslt pas rythmé sur V'alphabet p. Sa longueur sur cet alphabet
est |[m|/d.Doncsi | m|2(p/2)Ly{p,q-1),on en tire une contradiction.

Le cas d'un alphabet 2 deux lettres revenait essentiellement 2 monfrer que I'existence d'un mot
non rythmé assez long impliquait 1'€galité f(1) = f(2). En d'autres termes, la substitution { pouvait
se voir comme étant définie sur un alphabet a une lettre, Nous allons suivre cette idée en deux

étapes, en commengant par généraliser le Lemme 2.

étape 1.

LEMME 4.- Soient YN un ensemble de mots de méme longueur p sur un alphaber Q. Soit
U:=p(m) (resp. v:= sp_r(m)) Uensemble des préfixes ( resp. suffixes) de longueur 1 (resp.
de longueur p -r) des mots de YWV . On suppose de plus que

4) 1= pp-r(m) et Wi=s(m).
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Soient d:=pgced(p,r) et P [‘ensemble des préfixes de longeur 4 des mots de m.

Alors m c p*.

Démonstration. Quitte 3 échangerles rélesde W et v onpeutsupposer r € p-~r . Soit v
un motdans v. Il existe me th et ue U tel que m=uv etcomme v estpréfixe d'un
mot m; de n ,ilexiste u' dans W telque m; =vu', etd'aprés (4) il existe u, dans u
et v, dans v telsque m; = vu'= u,v,. Onpeutalorsécricc v = uwy etparsuite m =
uuw. En d'autres termes, 1t C uuw | (= uzvvl) ol w, est I'ensemble des suffixes

de longueur p-2r desmotsde tn . Soit w, , l'ensemble des suffixes de longueur p-kr
(20) des mots de 11 . Supposons maintenant t1 © Wufw | pourunentier k telque p 2
(k + Dr. Alors,de v = p, (M) on déduit comme précédemment v C ukw, . Larelation
m c v’ entaine m c u&bw et parsuite v ¢ u®hw, | . Itérons le procédé

jusqu'a t=[p/r] . Tout mot m de M s'écrivant sous les formes uv et v'u' respectivement

dans Uv et vu avec v —ulw  ona:

-1 °
(5) m=u,...uw=u .0 wu,
les u,,u.dans W et w,w' dans w, . Enparticuliecr uw =w''.Si p=tr,alors w
est vide et le lemme est démontré. Dans le cas contraire, soit M’ =5 {tr) pour t=p-(t- r,
u'=u et v'=w_ . Parhypothésessur W et v ona s (M) =s _(M)=s (V) =V
et par suite (5) donne aussi p. (') = V' D'autre part U = s (M) =5 (M) =5 (V) et par
() s(v)=p(m’). Autotal :

u'=p{Mm=s(m’ et v'=s (M)=p (M.
Nous sommes ainsi ramenés au cas précédent avec T anlieude p et T-r aulieude r, le pged
restant inchangé. On voit donc que st lemme est démontré pour tn', alors W' et V' sont dans
p* (notation du lemme) et par suite ¥1 est aussi dans p*. Le lemme est vident pour p=2d et

s'il est vrai pour les multiples 2d, 3d,..., kd, alors le raisonnement précédent montre qu'il est

encore vrai pour p = (k + 1)d. Le lemme est donc établi par récurrence sur les multiples de p.

L]
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étape 2.

Les hypotheses et notations sont celles du Théorgme 1. Soit H, = H,{p,q) une constante
telle que pour tout facteur m de u on ait

Im| 2H, = EFy)(m)=FJ{u).

Cette constante peut étre choisie au mieux en fonction de f mais dans tous les cas la valeur 2p%9 -1
convient, Eneffet,si m|ju et |m|2 2p2Iq -1, alors m posséde un facteur de la forme f29(a) .
Désignons par E,(a) l'ensemble des facteurs de longueur deux apparaissant dans I'un des mots
f@a), ..., f¥@a) . Si E, . (@) = E (a) cela signifie que pour tout uv € E (a) ona F,(uv) c E,(a). Il
en résulte donc que E, ,, (a) = E, (a) pour tout n 2 0 et cette €galit€ a lieu dés que k = card( a?) =
q.

Choisissons maintenant H = p(H, + 1} et supposons que u admette un facteur m non
rythmé de longueur 2 H . Alors m admet deux factorisations distinctes
(6) m = Bf(A)C = B'f(A)C'
vérifiant les conditions données par (2) . Comme dans le cas de la démonstration pour deux letires
(cf. HI1.-4), on peut écrire en adoptant les mémes notations :

A:=a..a , A= a'g...a‘1 :
avec k-1<e<k et
Bf(a,). .f(a)) = B'f(a))..f@a’ DX, ,

ol B et B' sont suffixes de f(b} et f(b"} respectivement, X, préfixe de f(a'y) de longueur r
et les mots ba,..a, et ba\.a'a; facteursde u.Posons b=a,,, b'=a, .Onaencore
les relations (3) , & savoir :
€ flap = UpV; , @) = Vil , f(a,)) = Ui, V5,
pour 1<i<k,avec [U;{=]U{=71 et |V, |=|V|[=p-T.

Soit m=f@), w=p(M) et v-= sp_r(m) . Par choixde H,ona k2H, . Les mots
a,...a, et .. contiennent toutes les lettres de @, d'ot s () =u grice aux relations (3).

D'autre part le mot a,,,...a, contient aussi toutes les lettres de l'alphabet et (3) donne donc
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pp_r(m) =v. D'apres le Lemme 4 on a
m c p* pour p=py(m)=s,m)

avec d = pged(p,r).

Supposons card(p) = card(@). Alors les images f(a) sont déterminées par leurs préfixes
(ou suffixes) de longueur d et il existe des bijections B:a@ ->u , y:@a-23v et f:a-su
Y@ -V telles que

Vaea, f(a) = Payya) = Y(@)p'@).
Sile mot de deux lettres a'a est facteur de A, alors les relations (3) donnent f'(a") = B(a) d'olt
a=p!p(a).Posons & = BB, alors & estune bijection dans @ et
bA = bd(b)...5%(b) .

Toutes les lettres étant dans A, la bijection 0 est d'ordre q . D'autre part, tous les facteurs de
longeur deux de u étant dans A , ils sont nécessairement de la forme ad(a), d'oll u =
15(1)&%(1).... c'est-a-dire u, = ék(uo) . La suite est donc périodique {de période q), contradiction.

Supposons card(p) < card(@) . Désignons par y le plongement canoni(iue de p* dans
a* que I'on prolonge 2 M(p). Comme f(@) =t ¢ p*, on peut regarder les mots de M (m)
comme des mots de FL(p) ; notons cp. :M(m) - M(p) cette identification et finalement notons
par f l'aplication de M.(01) dans M(m) induite par la substitution f. Soit F:= @ofoy et U =
o(f(u)). Par construction U est la suite u aprés regroupement par mots successifs de d lettres ,
c'est-a-dire

Up= Upg--Ugi)gs o

et par construction F est une substitution uniforme de module p surl'alphabet p et le mot

infim U de P est point fixe de F.Le caractére minimal de U résulte du Théoreme A.

Fin de la démonstration.
Montrons que le mot m vérifiant (6) peut se voir comme un facteur de U . En effet les mots

B et B'sont des suffixes de mots de 1 , de longueurs multiples de d et C, C'sont des

préfixes de mots de m | également de longeurs multiples de d.
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Maintenant notons que les factorisations de m s'obtiennent 2 partir de la factorisation de u en
blocs successifs de p lettres données par la relation u = f(u) . En considérant U et F, laou les
factorisations de m se déduisent de la factorisation de U en blocs de pd lettres :

U = [(ug.--ug ). (ud(p_l)_l...udp_l)][(udp...ud(pmhl)... (“d(zp-l)---“zdp-l)]-"

chaque bloc pouvant se voir comme produit de p facteurs de mots dans p (de d lettres) ou
comme produit de d facteurs de mots dans v (de p lettres). Il en résulte que la factorisation
Bf(A)C entraine une factorisation de m sous la forme BB F(A)C,C avec B, =f() (resp. C,
= f(y)) ou B (resp.y) est préfixe (resp. suffixe) de A . De méme la factorisation B'f(AYC'
donne une factorisation de m de la forme B'f(B)F(A')(Y)C' . En particulier , si m est rythmé
sur l'alphabet p , alors IBf(B)| = |BT(P)Y| d'ott | B|-]|B'| est multiplede p ce qui est
exclu. le mot m n'est donc pas rythmé sur l'alphabet p et sa longueur en tant que mot sur p
estaumoins 2|m|/p = 2H/p.

Choisissons maintenant Ly(p,q) = p*@*!) pour q 23 (la valeur pour q =2 est plus grande
que celle déja obtenue). Comme H(p,q) <2p?%*!si |m(2 Lyp,q),ona |m|zH et 2/m|/p
> 2p2e+l > Ly(p,q) pour tout q = 2,..., q-1. Si le théordme est démontré dans le cas
d'alphabets d'au plus g-1 lettres alorsl tout mot m de longueur supérieure 2 L;(p,q) est rythmé
dans u sur l'alphabet @ . Ceci termine la démonstration et donne une valeur pour la constante

Ly(p,a)-




IV.- CALCUL AUTOMATIQUE

IV.1.-AUTOMATES.

Définition.- Un g- automate est un quadruplet (S, g ,1,i) ot
= {81,000 841
est un ensemble fini appelé espace des érats , t est un état donné appelé état initial |
g:={01,..,gl1},

avec g 2 2, est un ensemble ordonné fini appelé alphaber ou ensemble des entrées , enfin [
est un ensemble d'applications I,..., Ig_l de S dans S (appelées instructions ).

A tout entier n correspond un mot ¢€...e, dans g* donné par le développementde n en
base g:

n=¢g+...+eg+e,.

On associe alors & n une sortie définie par :

1) =T - T ).

Définition .- Soit E un ensemble fini. Une suite q:IN — E est dite g-reconnaissable s'il existe
un g-automate (S, g, 1I,s) etunapplication t:S — E tels que

gn)=tol{n).
Nous allons démonter le théorgme suivant ;

THEOREME 3 .- Soit { une substitution uniforme de module p , sur l'alphaber @ | injective et
admertant un point fixe u minimal, non périodique . Soit p(n) le nombre de facteurs de u de

longueur n et soit q(n) =p{n+ 1) -pn) . Alors la suite n— g(n):
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(L) ne prend qu'un nombre fini de valeurs;

(i1) est p-reconnaissable par un auwromate.

IV2.- ETUDE DES F_(u).

L'évaluation de q{.) se fera par récurrence sur la longueur n des facteurs de u . Avec les
notations de l'introduction et en notant simplement le cardinal d'un ensemble fini par | E | (au

nsque de confondre avec la longueur d'un mot) ona:

q(ﬂ)=lpn+1|‘]Fn| = Ekzll.Fn(k)l :EQl(k'lﬂFnﬂ(]l
-lEtI

Soit LD la constante du Théoreéme 1 et soit
Ei= U{F®: 1<n<Ly}

Nous allons étudier les ensembles F_ &), pour n > L, par une méthode récursive.
Décomposition des entiers.

Notations .- Soit X une partic de . On pose
Ay =Max{s; d men?, Vxe X, m=pyf(x})}
et

pX,n):=Min {keN; k 2 (n-A)/p}=p.

LEMME 5 .- Les éléments de Fn(k],pour n > L, sont factorisés en suffixes de longueur
(n-Ay) des images des éléments de F P(k“"] et préfixes qui sont les plus grands facteurs préfixes

commun aux images des éléments d'un sous-ensemble X de Q decardinal (k+2),0 20,zel -
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que kzcard{p,&ﬂ(f(a)); ae X}.

Démonstration. Soit B facteur de u de longueur > L, . D'aprés le Théoreme 2, B admet une
factorisation unique B = B f(A) B, avec |B;| < p, B, et B, respectivement dans S e P,
ol 8§ (resp. P ) estl'ensemble des suffixes (resp. préfixe) de longueur au plus p , des mots dans
f(@).
e mot B dans Fnﬂ‘) signifie qu'il existe k lettres distincte a,,..., a, telles que
Vie{l,..k},; Bf(A)B,a € F.

Chacun des B,a; estdonc dans P , ce qui implique non seulement que B, est préfixe commun
aux images d'au moins k lettres de @& , mais qu'il en est le plus grand. Désignons alors par X le
sous-ensemble de @ formé par ces lettres; on a card(X) 2 k et nous noterons card{(X) =k +¢,¢
20.

Le mot Bdans F % signifie aussi que

card{ p|BZ|+1(f(a));ae X}=k
Comme par ailleurs
|Bt=n=[B,[+plAl+Ag
enposant |A{=p et | B,|=r, onobuent:
n-Ay=pp+r (0<r<p).

Deux cas sont & distinguer :

Premier cas: r > 0.
Soit @ le nombre de lettres a telles que B, soit suffixe de f(a). Alors :

Be F¥ < 3 {a,.,a}ca;aA e Fpﬂm).

Deuxieme cas:r = 0.

On a maintenant B = f(A)B, et

Be an o Re Fp_l(k“).
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Nous écrirons alors n - A, = pp = p(p- 1)+ p, pour "uniformiser".

La décomposition de n sous l'unique forme n- Ay = pp + 1 , avec cette fois-ci 0 <r <p,
démontre le Lemme 5.
4

Soient C,,C, dans Fp”“‘*ﬂ ; par construction, ils donnerons deux mots différents de
Fn(k) si sp(Cl) # sp(Cz) ou dans le cas contraire, si le plus grand suffixe commun a f(p,(C,)) et
f(p,(C,)) estde longueur strictement inférieur 3 r. 1l vient donc :

[E®) =2 02, card { s,(f(a)) ;2 =py(C), Ce F,, ,®D et 5,(C) = C; }.

L'entier q(n) est donc parfaitement déterminé des que gq{p+1) et r sont connus. Si (p+1? est
superieur 3 L, , le Lemme 5 peut lui étre appliqué. Ainsi de suite, nous déduisons la premiere
partie du Théoréme 3, puisque pour tout n > L, q(n) sera dans l'ensemble Q (parfaitement défini
au préalable) des valeurs prises par g(n) pour les n inféricursd L, .

En déS;gnant par o lapplication de Q dans Q quia q(p+1) fait correspondre q(n)

lorsque n-Ay = pp+r (0<r<p) onaalors le résultat suivant

LEMME 6. Pour tour n>1L, ,il existeun p automate (dont un programme formel indique
ci-dessous) qui donne la valeur de q(n} a partir de la décompositionde n sous laforme n- A,
=pp+r (O0<r<p).

n =1 nigals
o : = Application identité dans Q .

Tant que n > ﬂ:\] , faire

(n-Ap! si entier,
p « | .
[(n-2Ayp]+ 1 sinon
T “— n-pp+p+1
g — ToC,
n - P
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q4R;5501) = 0(a(0)) .
IV3.- FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 3.

Une légere transformation du programme formel du Lemme 6 nous donne le Lemme 7 suivant

qui termine la démonstration de 1a seconde partie du Théoréme 3.

LEMME.-7 : Pour tour n > EI , il existe un p-awomate (dont on a un programme e formel

ci-dessous} qui donne la valeur de q(n) a partir de l'écriture de n en base p .

=1 hials

G : = Application identité dans Q .

retenug : =0

Tant que (n + retenue ) > E‘éo , faire
n — [np
s — n- [np']]

Si (retenue +s-A)>0:

r — retenue + s - A
retenue - 1

Sinon
r — retenue + - A + p
retenue - 0

o — GoC
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q(ninilial) = o(q(n)) .

IV.- COMPLEXITE POLYNOMIALE.
Le Théoréme 3 donne :

PROPOSITION.- Pour toute suite minimale non périodique, point fixe d'une substitution uniforme
injective, p(n) est de forme polynomiale si et seulement si q(n) est une constante. De plus, le

polyndme est de degré au plus égal a un et son terme de degré un estia constante q(n).

Démonstation. Supposons p(n) = ognk+ ... + & + ¢y , alors
k
qn) = o, + Z,oo:i( (n+1)- nl).

Comme q(n) prend un nombre fini de valeurs,ona «,=0 ,pour 2<i<k . Ainsi q(n) = @

et p(n) =0y + oyn .
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V.- EXEMPLES

V.1.- SUITE DE MORSE

Soit i la suite de Morse donnée dans l'introduction. On a vu que les mots de longueur > 4
sont rythmeés et un dénorﬁbremcnt directdonne q(1)=q{(2)=2 et q(3)=4 .

Notons que f{(1) et f;(2) n'ont m suffixe commun, ni préfixe commun ; ainsi pour n > 4,
qm) = IF?) = [Fp+1(2)l od 2p+l)+r=n et r=1 ou 2.Donc o, =0, = identit¢ dans Q.

Pour tout n =4, il existe un seul entier k tel que

2k+1 cn < 2k+2

Nous distinguons deux cas :

Premier cag ; 25+ 4+ 2K « n < 2%+2
Nous avons alors 3 < n2¥ < 4, donc 4 =n2¥ si n2% estentieret 4 = (n2%] + 1 sinon

et par suite q(n) = q(4) = 2.

Deuxieme cas : 2%*! < n < 2K+l 4 2k
Nous avons maintenant 2 < n2* < 3 et un raisonnement analogue au cas précédent donne

qn) =q(3) =4 .

Dans tous les cas, en remarquant que 3.22 < 1< 4.272; 321 <2<421 et 329<4<
4.2% " on obtient en définitive q(n) =2 pour tou entier n pour lequel il existe un entier relatif k
tel que : 32K cn<42K et q({n) = 4 sinon.

Montrons 3 présent comment est obtenu q(n) a partir de l'écriture de n en base 2 .Soit n=
n2%+..+n;.2 +n, avec ng #0 ;ona donc n = 1. Supposons q(n)=2. Alors il existe k €

Z ,tel que 3.2k<ns4.2k,c‘cst-a-dirc :
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2l 2% < 24 250 an , 2924 4ny < 2642

Si ng ;=1 ,alors k=s-1 et n_ 25 4 n 2524 .+ ny =0, doncil existe i, 0<i<s-2,
tel que n, = 1.
Si n_, =0 ;nous avons maintenent k=5-2 etpourtout i, 2<i< s-2, ona m=0.

Dans tous les cas, q(n) =2 si ng =1 etsl existe i <s-1 tel que n; =1, ousi

i:

pour tout i <s, n;=0 ; autrement q(n) = 4 . Le diagramme résume ce calcul :

Départ

introduire
les n;

non

A

non
1¢ [0,5-2]
I'li = 0 r?

dieg [0,5-2)
ni =1?

oul
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Fin
V¥.2.- SUITE DE RUDIN-SHAPIRO

La suite de Rudin-Shapiro compte les "11" molulo 2 dans l'écriture de n enbase 2 . Elle

est reconnaissable par l'automate suivant :

1 1 0
0 g 0
5, S, Cos,
0 1 1

Soit u le point fixe de la substitution T associée 2 l'automate ci-dessus (cf. L. 3) et de préfixe
1 . Ici les ensembles § ¢t P sont disjoints, par conséquent, les facteurs de deux lettres sont
rythmés. Alors pour tout n
1:“(4) - Fn{3) =@
donc

q(n) = F,®) =2, card { 5, ((@);2=p(0),Ce F P et 5 (O=C}.

Soit {C,C'} ¢ Fpﬂ(2J tel que sp(C) = sp(C') = C,. On a toujours
5, (2P (C))) # 5, (lp(C),

donc pour r=2 , |Fﬂ(2)| = |FP+1(2)[ et g, estl'identité.

D'autre part on a s,(t(p,(C))) # s,(t(p,(C"))). En effet dans le cas contraire, le couple
(p (C), (P, (C)) vaut (1,3) ou 2,4); C=1C; ou C=2C, et C =3C, ou C'=4C,.
Alors 1 et 3 (resp. 2 et 4) se prolongent par une méme léttre, ce qui n'est pas le cas. Donc o,
est Videntité.

Ainsi, q(1) =4 etpour n22,q{n) = 8§ . Le calcul automnatique est donné par le diagramme

suivant :
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Introduire
les n;

norn

oul




VI.- UN EXEMPLE NON MINIMAL

Soit u le point fixe dans 1@* de la substitution t, définie sur l'alphabet @ =
{1,2,3} par fy(1) = 121, f,(2) = 232, f4(3) = 323. La suite u est reconnaissable pa.rl'automate

(8,&,1i) donné par le graphe orienté suivant :

avec l'application 1:8 — @ donnée par T(sy) = k . Remarquons que 1'on a la propriéwé
arithmétique suivante : I'entier n ne contient pas de chiffre | dans son écriture en base trois si et
seulement si u_ = 1.

Quel que soit I'entier k , 1 ne figure pas dans f3k(2_)_ Donc u n'est pas minimale d'apres le
Théorzme B. Montrons ce pendant que q(n) prend un nombre fini de valeurs et qu'il existe un
3-automnate tel que q(n) en est la sortie lorsqu'on entre I'écriture de n en base trois.

11 suffit évidemment de montrer que le Lemme 5 (pour Lo =1 par exemple) est vérifié.
Déterminons donc  F,® pour k=2 ou 3 . F,® =@ car u ne contient aucun terme a@ |
a=1,2 ou 3, etpourtoute partie X de {1,2,3},0na

card X>1 =24 =0.
On est donc ramené & montrer que les éléments de an sont les suffixes de longueur n des

images des éléments de F, 4% od p=w3 sin estun multiplede 3 et p=[m/3]+ 1 sinon.




Soit 4,18g,2+3g,n dans Fn(z} ; alors, il existe {x,,x,} dans {1,2,3} tel que

40,18q,2-8q 15X soitdans F_ , ,

{0,1,2} tels que fy(A)=a

pourtout 1 € [1,2]. Ainsi, il existe A dans F et j dans

autrement, on aurait a ou a ., préfixe

- %q-j+1 el 8qun q+0-1 3q4n
commun aux images de deux lettres différentes, contradiction. Les lettres xp €t x5 sont donc
respectivement préfixe des images de deux lettres différentes t et z . At et Az sont alors dans
Flaj.; - donc ae F|A|(2) i

Par ailleurs, n < |f5(A)| £ n+3 ,donc |A|=(n/3) + 1 s1 n estun multiplede 3 et |Al=
[n/3] + 1 sinon,

Réciproquement, soit a,a,..a dans FP+1(2) ; il existe alors {x,,x,} dans {1,2,3} tel

pdp+1
que a,8,...3,,X; soit dans Fp+2p’ pour 1 = 1, 2. Ains, f3(a1a2...ap+1x]) et f3(ala?..ap+1px2)
sont dans F3(p_+”+3 . Comme p,(f5(x,)) #p,(f5(x,)) , f(alaz...awl) € F3{p+”(2) . Il en est de
méme pour tout suffixe de ce mot et a fortiori pour les suffixes dont la longueur n est comprise
entre 3p et 3(p+1), borne inférieure incluse.

p= /3 si n est multiplede 3

3ps 3(p+l) = i
p<n<3(p+l) { p= [n/3] + 1 si n n'est pas multiple de 3

Le suffixe de longueur n prolongeable de denx manieéres est donc suffixe de I'image du mot
ay2)..3,, de Fp+1{2). Ona
q(n) = |FD(2)I =%, card {s(fy(a)} ; a=p,(C),Ce Fp+l(2) et sp(C) =C}.
Sout {C,C'}c FP+1(2) tel que sP(C) = sp(C‘) =C,;pourr=1,2 ou3 ona s, (£(p(CY)) =

s, (f3(p|(C) donc [F @ =[F,, || et o, estlidentité. Ainsi

q(l)=1 et pourtout n22 , q(n) =2.

D'ot le diagramme suivant :
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Départ

Y

Introduire
les n;

q(m)=2

non

§ oui




Les conclusions du Théoréme 3 restent donc vraies bien que uy ne soit pas minimale; la
minimalité n'est donc pas une condition nécessaire.
Notons que les suites périodiques vérifient également les conclusions du Théoréme 3, puisque

pour de telles suites p(n) est constant A partir d'un certain rang,.

Probléme :

Comment caractériser les suites pour lesquelles les conclusions du Théor2me 3 sont vraies ?
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